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从“无穷的冒险”到“严密的基石”：数学分析之路

欢迎来到《数学分析》的课堂. 本教材的起点是高度抽象的“集合与映射”. 这或许会让你们疑惑:
数学分析不是关于微积分的吗？那些激动人心的变化、速度、面积都去哪了? 为什么我们不像历史那
样,从微积分开始?
今天, 就让我们穿越时空,先快速回顾一场跨越数百年的伟大智力冒险,再回来看为什么我们选择

的这条道路,是通往真理的必经之门.
英雄时代——直觉的辉煌与迷雾 (17世纪)
我们的故事始于科学史上一个群星闪耀的时代.
Newton在思考行星轨道和物体运动时,需要描述“瞬时变化”. 为了定义瞬时速度 (路程的变化率)

和计算不规则面积,他发明了“流数术”.
与此同时,在另一端,Leibniz独立地发明了微积分,他引入了我们今天熟悉的 dy=dx和

ˆ
等优美符

号.
这仿佛为人类送上了一把“神力钥匙”！科学家们第一次能定量地处理变化、运动、无限和连续这

些概念. 天文学、物理学、工程学因此获得了爆炸性的发展. 微积分展现了它无与伦比的威力,但它建
立在“无穷小量”这个模糊的直觉上——一个时而为 0(在除法时),时而又不是 0(在加法时)的“幽灵”
. Berkeley主教嘲讽它是“消失的鬼魂”. 这座宏伟的建筑,地基充满了裂缝.
严密化运动——为巨人打造坚实地基 (18-19世纪)
微积分工具如此有效, 以至于工程师们争相使用它去改造世界, 但数学家们却陷入了深深的焦虑.

数学需要一场严密化的革命.
一代数学巨匠开始了为分析学奠定逻辑基础的伟大工作:
Cauchy首先站出来,用极限的概念取代了模糊的“无穷小”,让“无限趋近”有了更清晰的表述.
Weierstrass给出了最终的答案：“" � ı语言”. 这套语言像一套精密的法律条文,用静态的、有限

的数学, 完美地定义了动态的、无限的过程,彻底驱散了“鬼魂”.
Riemann等人则严格定义了积分
至此, 微积分从一门强大的计算工具, 进化成了逻辑严密的数学分析
终极奠基——集合论：现代数学的“原子”与“语言”

严密主义者们发现,极限论依赖于实数理论,实数理论依赖于有理数,有理数依赖于整数,整数最终
依赖于自然数——那么,整个数学大厦最根本、最无可置疑的基础是什么?

19世纪末到 20世纪初,以 Cantor(创立集合论)、Russel、Hilbert、Zermelo等为代表的思想家. 发
起了为整个数学寻找终极地基的宏大运动. 他们的答案是: 几乎所有数学对象都可以被看作是“集合,”
几乎所有数学推理都可以从“集合”的基本性质和公理中推导出来.
我们不是在回避微积分的历史,而是在重走人类思想的进化之路——但不是从原始的直觉开始,而

是直接站在巨人的肩膀上,从逻辑的终点出发, 去反向构建整个宏伟的理论体系.
“集合”是构建一切数学对象的“原子”(数、函数、空间都是某种集合)
“映射”是描述对象之间“关系与动作”的通用语言 (函数、极限、算子都是某种映射)
学习这套语言, 就像一位建筑师在学习看最标准的蓝图, 学习分辨最基础的钢筋和水泥. 这个过程

或许不如直接欣赏一座建成的教堂那样令人兴奋,但这是你从“使用者”转变为“创造者”和“理解者”
的关键一步



我们的教材之所以经典,正是因为它引导我们直接深入内核,用最现代、最深刻的视角来理解数学
分析. 这条路起点很高,颇具挑战,但这意味着我们将从一开始就站在思想的最高处.
现在,就让我们手握“集合”与“映射”这份最强大的蓝图,从第一块砖开始,亲自动手,一砖一瓦

地、逻辑严密地重建起整座数学分析的宏伟大厦

我们的冒险,现在开始.
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第一章 集合与映射

这一章我们首先介绍了集合的定义、集合的运算、集合的关系, 然后利用集合的关系定义了映射,
并利用映射研究了集合的可数性. 这些内容是全书的基础.

1.1 集合

1. 集合的定义
集合这个名词是由德国数学家 G. Cantor在 1874年首先提出的. 这是一个至今没有严格数学定义

的概念. 为了完备起见, 我们直接采用 Cantor原话作为我们的定义.

定义 1.1

|

“集合是由我们直观感觉或意识到的、确定的、不同对象汇集而成的一个整体. 这些对象称为此
集合的元素 (成员)”或点.
通常用大写字母 A;B;X; Y;˝ � � � 表示集合, 而用小写字母 a; b; x; y; ! � � � 表示集合的元素.
若 a是集合 A的元素, 则称 a属于 A,记为 a 2 A,若 a不是集合 A的元素, 则称 a不属于 A,并
记为 a … A.
只含一个元素 a的集合称为单点集, 记为 fag,没有元素的集合称为空集, 记为 ∅.

表示集合的方法一般是：

1. 列举集合的元素 (如果可能的话)；
2. 设 P 是一性质, x 是一对象, P.x/表示 x 具有性质 P .由所有具有性质 P 的对象组成的集合记

为 fx j P.x/g.
例题 1.1

1. 自然数集 f1; 2; 3; � � � � � � g记为 N,
2. 整数集 f0;˙1;˙2; � � � � � � g记为 Z.
3. 有理数集

nm
n

ˇ̌̌
m; n 2 Z; n ¤ 0;m 与 n互质 g记为 Q.

4. 实数集记为 R(它的表示方法将在下一章介绍).
5. 一元二次方程 x2

C x � 2 D 0的解的集合记为˚
x 2 R j x2

C x � 2 D 0
	
:

2. 集合之间的关系

定义 1.2
设 A;B 是两个集合.
1)若 x 2 A,则 x 2 B ,则我们称 A是 B 的子集, 或称 A包含于 B 中, 或称 B 包含 A,记为

A � B 或 B � A；

2 )若 A � B;B � A,则我们称 A与 B 相等, 记为

A D B；

3)若 A � B;A ¤ B ,则我们称 A是 B 的真子集, 或称 A严格包含于 B 中, 或称 B 严格包含 A,



1.1 集合

|

记为

A ⊊ B:

注存在互不包含的集合 A与 B .
例题 1.2

1. 对任一集合 A;∅ � A；

2. N ⊊ Z ⊊ Q ⊊ R；

3.
˚
x 2 R j x2

C 1 D 0
	

D ∅；
4.
˚
x 2 R j x2

C x � 2 D 0
	

D f1;�2g；

5. 集合 f2k j k 2 Ng与 f2k C 1 j k 2 Ng互不包含.
3. 集合的运算及性质

定义 1.3

|

设 A;B 是两个集合.
1. A与 B 的并集, 记为 A [ B ,定义为

A [ B ≜ fx j x 2 A或 x 2 Bg；

2. A与 B 的交集, 记为 A \ B ,定义为

A \ B ≜ fx j x 2 A并且 x 2 Bg；

3. B 关于 A的差集, 记为 A � B ,定义为

A � B ≜ fx j x 2 A但 x … Bg；

4. 若 B � X ,则称 X � B 为 B 在 X 中的余集或补集, 记为 CXB .如果在上、下文中 X 与 B

的关系很清楚, 则可简记 CXB 为 Bc .

图 1.1 图 1.2

图 1.3
图 1.4

2



1.1 集合

例题 1.3记 I 为无理数集, 则

Q [ I D R;Q \ I D ∅; Q D R � I; I D R � Q;

I D CRQ D Qc ; Q D CRI D I c :

定理 1.1

~

设 E;F;G 是三个集合, 则
1. 并、交都是可交换的, 即

E [ F D F [E;E \ F D F \E；

2. 并、交都是可结合的, 即

E [ .F [G/ D .E [ F / [G;E \ .F \G/ D .E \ F / \G；

3. 并关于交是可分配的, 即

E [ .F \G/ D .E [ F / \ .E [G/；

4. 交关于并是可分配的, 即

E \ .F [G/ D .E \ F / [ .E \G/；

5. De Morgan公式
E � .F \G/ D .E � F / [ .E �G/;

E � .F [G/ D .E � F / \ .E �G/:

证明 1)-4)的验证留给读者作为练习, 我们证明 5)的第一式,第二式的证明类似.
先证 E � .F \G/ � .E � F / [ .E �G/.
设 x 2 E � .F \G/,则

x 2 E; x … F \G H) x 2 E； x … F 或 x … G

H) x 2 E � F 或 x 2 E �G

H) x 2 .E � F / [ .E �G/:

因此 E � .F \G/ � .E � F / [ .E �G/.
再证 .E � F / [ .E �G/ � E � .F \G/.
设 x 2 .E � F / [ .E �G/,则

x 2 E � F 或 x 2 E �G H) x 2 E; x … F 或 x 2 E; x … G

H) x 2 E； x … F \G

H) x 2 E � .F \G/:

因此 .E � F / [ .E �G/ � E � .F \G/.
综合上述所证, E � .F \G/ D .E � F / [ .E �G/.

注若 F � E;G � E,则 De Morgan公式的第二式可直接从第一式推得.
事实上, 分别用 E � F 与 E �G 代换第一式中的 F 与 G 得

E � ..E � F / \ .E �G// D .E � .E � F // [ .E � .E �G//

D F [G:

3



1.1 集合

由于 .E � F / \ .E �G/ � E,故

E � .F [G/ D .E � F / \ .E �G/:

任意多个集合的并与交

定义 1.4

|
以集合作为元素的集合称为集族或集系.

通常用花体字母 A 或B等来表示集族或集系.
例题 1.4设 X 是任一集合, 由 X 的所有子集组成的集族称为 X 的幂集, 记为 2X .
例题 1.5 设 �是一非空集合. 对 �的每一元素 �,规定集合 X 的一子集 X�,由这些子集组成的集族记
为 fX�g�2�,并称之为依 �赋予指标的集族. 集合 �称为此集族的指标集, �的元素称为指标.
比如平面上以点M0为中心以 n 2 N为半径的圆盘

B .M0; n/ D
˚
M j M0M ⩽ n

	
的全体构成一个以 N为指标集的集族

˚
B .M0; n/

	
n2N.

定义 1.5

|

设 A 是任一非空集族.
1. A 中的元素的并, 记为 [

A2A
A,定义为

[
A2A

A
4

HHH fx j 存在一个 A 2 A 使得 x 2 Ag；

2. A 中的元素的交, 记为 \
A2A

A,定义为

\
A2A

A
4

HHH fx j 对每一个 A 2 A ; x 2 Ag:

例如, 对例1.5中的集族
˚
B .M0; n/

	
n2N,我们有：

[
n2N

B .M0; n/ D 整个平面, \
n2N

B .M0; n/ D B .M0; 1/ .

现设 fX�g�2A是任一集族, 直接从定义容易得出下述推广的 De Morgan公式：

X � \
�2A

X� D [
�2A

.X �X�/ ;

X � [
�2A

X� D \
�2A

.X �X�/ :

集合的乘积

定义 1.6
设 X; Y 是两个非空集合.

1. 若 x 2 X; y 2 Y ,则我们称 .x; y/为一个序偶, x 称为此序偶的第一坐标, y 称为第二坐标,
由所有这种序偶组成的集合称为 X 与 Y 的乘积或简称为积, 记为 X � Y .于是

X � Y D f.x; y/ j x 2 X; y 2 Y g

2. 对任意 n.n 2 N; n > 2/个非空集合 X1; X2; � � � ; Xn的乘积 X1 �X2 � � � � �Xn,定义为：

X1 �X2 � � � � �Xn D f.x1; x2; � � � ; xn/ j xi 2 Xi ; i D 1; 2; � � � ; ng;

4



1.1 集合

|

其中每一元素 .x1; x2; � � � ; xn/称为 n元有序组, xi .i D 1; 2; � � � , n/称为此有序组的第 i 坐

标.

例题 1.6在平面上引进笛卡尔坐标系 fO； x; yg,则平面成为两个数轴的乘积 R � R； 在空间中引进笛

卡尔坐标系 fO； x; y; zg,则空间成为三个数轴的乘积 R � R � R.
最后我们介绍量词.
4. 量词
设 X 是任一集合, P 是 X 的元素可能具有的一个性质. 我们约定：
“存在 x 2 X ,具有性质 P ”记为 .9x/P ,
“每一个 x 2 X 具有性质 P ”记为 .8x/P .
符号”9”与”8”分别称为存在量词与全称量词.
考虑集合

A D fx 2 X j x有性质 P g,

则

X � A D fx 2 X j x没有性质 P g.

显然我们有：

.9x/P ” A ¤ ∅:

.8x/P ” A D X ” X � A D ∅:

‘‘.9x/P ”不成立 ” A D ∅

” X � A D X

” .8x/ (非 P ).

‘‘.8x/P ”不成立 ” A ¤ X

” X � A ¤ ∅

” .9x/ (非 P /:

例题 1.7考虑正弦 sin x; x 2 R.设 y0 2 R.P 表示性质 “ sin x ⩽ y0”, 那么我们有：
.9x/P ”存在 x 2 R使得 sin x ⩽ y0.
.8x/P ”对每一个 x 2 R; sin x ⩽ y0.
.9x/.非 P / ”存在 x 2 R使得 sin x > y0.
.8x/.非 P / ”对每一个 x 2 R; sin x > y0.
现在设 X 与 Y 是任意两个非空集合, P 是 x 2 X; y 2 Y 可能具有的性质, 我们约定：
“存在 x 2 X ,存在 y 2 Y 具有性质 P ”记为

.9x 2 X/.9y 2 Y /P;

“存在 x 2 X ,对每一 y 2 Y 具有性质 P ”记为

.9x 2 X/.8y 2 Y /P;

“对每一 x 2 X ,存在 y 2 Y 具有性质 P ”记为

.8x 2 X/.9y 2 Y /P;

5



�习题 1.1

“对每一 x 2 X ,对每一 y 2 Y 具有性质 P ”记为

.8x 2 X/.8y 2 Y /P:

那么下述各结论就不难理解了：

.9x 2 X/.9y 2 Y /P ” .9y 2 Y /.9x 2 X/P:

.9x 2 X/.8y 2 Y /P H) .8y 2 Y /.9x 2 X/P:

.8y 2 Y /.9x 2 X/P 6H) .9x 2 X/.8y 2 Y /P:

.8x 2 X/.8y 2 Y /P ” .8y 2 Y /.8x 2 X/P:

如果我们要考虑语句 “存在 x 2 X ,存在 y 2 Y 具有性质 P ”的否定语句, 那么我们有：

“存在 x 2 X; 存在 y 2 Y 具有性质 P ”不成立

” “不存在 x 2 X; 不存在 y 2 Y 具有性质 P ”

” “对每一 x 2 X; 对每一 y 2 Y; 不具有性质 P ”

因此

“.9x 2 X/.9y 2 Y /P ”不成立” .8x 2 X/.8y 2 Y /.非 P /.
同理下述结论成立：

“.8x 2 X/.8y 2 Y /P ”不成立” .9x 2 X/.9y 2 Y /.非 P /.
“.9x 2 X/.8y 2 Y /P ”不成立” .8x 2 X/.9y 2 Y /.非 P /.
‘‘.8x 2 X/.9y 2 Y /P ”不成立” .9x 2 X/.8y 2 Y /.非 P /.
类似地, 我们可以考虑要多个元素所具有的性质的语句及其否定语句.

例题 1.8考虑下面两个语句：

.8" > 0/.9ı > 0/.8x 2 R;�ı < x < ı/.j sin xj < "/;

.8" > 0/.9ı > 0/.8x 2 R;�ı < x < ı; x ¤ 0/

�ˇ̌̌̌
sin

1

x

ˇ̌̌̌
< "

�
对于第一个语句：由于 j sin xj ⩽ jxj.故 8" > 0; 9ı D ",使得 8x 2 R且 �ı < x < ı有 j sin xj < ".
对于第二个语句：显然不成立. 它的否定语句是：.9" > 0/.8ı > 0/.9x 2 R; �ı < x < ı; x ¤

0/

�ˇ̌̌̌
sin

1

x

ˇ̌̌̌
⩾ "

�
.

事实上, 若取 " D
1

2
,则 8ı > 0; 9n 2 N,使得 0 <

1

n
< ı,令 x D

1

n� C
�
2

则 �ı < x < ı; x ¤ 0并

且

ˇ̌̌̌
sin

1

x

ˇ̌̌̌
D 1 >

1

2
.

注从上面的讨论中可以看出, 在出现多个存在量词 9与全称量词 8的语句中, 一般不能随意交换存在
量词 9与全称量词 8的出现次序, 否则所得新语句与原语句不等价, 例如前面的语句 “.9x 2 X/.8y 2

Y /P ”与 “.8y 2 Y /.9x 2 X/P ”就是如此.
其次, 从前述的语句的否定语句中可以得出这样一个规律：为了得到一个含存在量词 9或全称量

词 8的语句的否定语句, 只需将该语句中的存在量词 9换为全称量词 8,将全称量词 8换为存在量词

9,将性质 P 换为非 P 即可.

K�习题 1.1k

1. 证明下列各等式 .A;B; C;D � X/：

6



�习题 1.1

1) A � B D A \ Bc；

2) .A [ B/ � C D .A � C/ [ .B � C/；

3) A � .B � C/ D .A � B/ [ .A \ C/；

4) A � .B [ C/ D .A � B/ � C；

5) .A � B/ \ .C �D/ D A \ C � .B [D/；

6) A \ .B � C/ D .A \ B/ � .A \ C/.
2. 试找出使等式 .A � B/ [ C D A � .B � C/成立的充分必要条件.
3. 证明：

1)
�
[
�2�

A�

�
� B D [

�2�

.A� � B/；

2)
�
\
�2�

A�

�
� B D \

�2�

.A� � B/.

4. 设 fEngn2N是任一集族.
1) 构造集族 fAngn2N如下：

A1 D E1; A2 D E2 �E1; � � � ; An D En �

 
n�1

[
kD1

Ek

!
.n 2 N/;

证明 fAngn2N具有下列性质；

An \ Am D ∅; n ¤ m；
n

[
kD1

Ak D

n

[
kD1

Ek；

2) 如果 fEngn2 N是一单调下降集族
�
即 EnC1 � En; n 2 N

�
,

E1 D .E1 �E2/ [ .E2 �E3/ [ � � � [ .En �EnC1/ [ � � � [

�
\
n2N

En

�
;

.En �EnC1/ \ .Em �EmC1/ D ∅; m ¤ n:

5. 设 An � B 是任意两个集合. 集合
.A � B/ [ .B � A/

称为 A与 B 的对称差, 证明下列各等式成立：
1) A4B D .A [ B/ � .A \ B/；

2) A \ .B4C/ D .A \ B/4.A \ C/；

3) A4.B4C/ D .A4B/4C；

4) A [ B D A4B4.A \ B/；

5) A � B D A4.A \ B/.
6. 若集合 X 为空集或 n个元素的集合, 试问 X 的幂集的 2X 各有多少个元素？

7. 用符号“�;�;D”填入下列各式引号中的空白处, 使它们成立：
1) .A � B/ [ .C �D/ “ ” .A [ C/ � .B [D/；

2) .A � B/ \ .C �D/ “ ” .A \ C/ � .B \D/；

3) A � .B � C/ “ ” .A � B/ � .A � C/；

4) .A � B/ � .C �D/ “ ” .A � C � B � C/ � A �D；

5) .A � B/ � .C �D/ “ ” .A � C/ � .B �D/.
8. 把下列 R � R的子集表示成 R的两个子集 A与 B 的乘积的形式：

1) f.x; y/ j x 2 Zg；

7



1.2 关系

2) f.x; y/ j x … N; y 2 Zg；

3) f.x; y/ j 0 ⩽ y ⩽ 1g；

4) f.x; y/ j x 2 Q; y … Qg.

1.2 关系

一个 “关系”, 从数学的观点来看就是具有某种性质的集合. 我们首先介绍一般关系.
1. 一般关系

定义 1.7

|

以序偶为元素的一个集合 R 称为一个二元关系, 简称为关系. .x; y/ 2 R 也记为 xRy,并称 x

与 y 有关系R.

令

Dom.R/ D fx j存在 y 使得 xRyg,
Ran.R/ D fy j存在 x使得 xRyg.

定义 1.8

|

设R 是任一关系.
1. Dom.R/称为关系R 的定义域, Ran.R/称为关系R 的值域.
2. 我们称R 是从 X 到 Y 的一个关系, 如果 Dom.R/ D X , Ran.A / � Y .
3. X 到 X 的关系R 简称为 X 上的关系.

下述包含关系式显然成立：

R � Dom.R/ � Ran.R/:

例题 1.9设 X 是中国公民集合. 在 X 上定义关系R1;R2如下：

R1 D f.x; y/ 2 X �X j x是 y 的父亲 g;

R2 D f.x; y/ 2 X �X j x是 y 的妻子 g:

于是R1;R2分别是通常所说的父子关系、夫妻关系.
例题 1.10 在 N上定义关系R1;R2如下：

R1 D f.m; n/ 2 N � N j m ⩽ ng;

R2 D f.m; n/ 2 N � N j m整除 ng:

显然R1是 N上的通常大小关系, R2是 N上的整除关系.
例题 1.11设 a 2 N.在 Z上定义关系R 为：

R D f.m; n/ 2 Z � Z j m D n.mod a/g:

这个关系R 就是 Z上的模 a同余关系.
例题 1.12设 E 表示平面上三角形的集合. 在 E 上定义关系R 为：

R D
˚�

4;40
�

2 E �E j 4与4
0相似

	
;

则关系R 是平面上三角形的相似关系.

8



1.2 关系

定义 1.9

|

设 U 与 V 是任意两个关系.
1. U �1

D f.x; y/ j yU xg称为 U 的逆关系.
2. U ı V D f.x; y/ j存在 z 使得 xV z; zU yg称为 V 与 U 的复合关系.

例题 1.13我们用R 表示例1.10中的自然数集 N上的整除关系, 即

R D f.m; n/ j m; n 2 N; m整除 ng:

则R 的逆关系

R�1
D f.m; n/ j nRmg

D f.m; n/ j n;m 2 N; n整除 mg

D f.m; n/ j n;m 2 N; n是 m的因子 g:

因此 N上的整除关系R 的逆关系R�1是 N上的 “倍数”关系.
例题 1.14设 U D f.x; y/ j x 2 R; y D sin xg;V D f.x; y/ j 1 < x < 2; y D

p
xg,则

U �1
D f.x; y/ j yU xg D f.x; y/ j y 2 R; x D sinyg

D f.siny; y/ j y 2 Rg

V �1
D f.x; y/ j yV xg D f.x; y/ j 1 < y < 2; x D

p
yg

D f.
p
y; y/ j 1 < y < 2g；

U ı V D f.x; y/ j 存在 z使得 xV z; zU yg

D f.x; y/ j 存在 z使得 z D
p
x; 1 < x < 2; y D sin zg

D f.x; y/ j 1 < x < 2; y D sin
p
xg

D f.x; sin
p
x/ j 1 < x < 2g；

V ı U D f.x; y/ j 存在 z使得 xU z; zV yg

D f.x; y/ j 存在 z使得 z D sin x; y D
p
z; 1 < z < 2g

D ∅.因 j sin xj ⩽ 1/:

如果我们将 U �1;V �1 中序偶的第一坐标而不是现在的第一坐标换成 “自变元”, 则 U �1;V �1 也可以

表示成下述形式：

U �1
D

n�
x; k� C .�1/k arcsin x

�
j �1 ⩽ x ⩽ 1; k 2 Z

o
;

V �1
D

n�
x; x2

�
j 1 < x <

p
2
o
:

关于逆关系与复合关系有下述重要结论.

命题 1.1

�

对任意的关系 T ;S ;R,�
R�1

��1
D R; .T ı S / ı R D T ı .S ı R/:

证明

.x; y/ 2
�
R�1

��1
” .y; x/ 2 R�1

” .x; y/ 2 R；

9



1.2 关系

.x; y/ 2 .T ı S / ı R ”9z 使 .x; z/ 2 R; .z; y/ 2 T ı S

”9z; w使 .x; z/ 2 R; .z; w/ 2 S ; .w; y/ 2 T

”9w使 .x; w/ 2 S ı R; .w; y/ 2 T

”.x; y/ 2 T ı .S ı R/:

关系、逆关系与复合关系概念在下一节有重要应用, 下而我们介绍一类在现代数学中有许多应用
的特殊关系, 即等价关系.

2. 等价关系

定义 1.10

|

设R 是 X 上的一个关系, 我们称R 是等价关系, 如果它满足下列条件：
1. (自反性)若 x 2 X ,则 xRx；

2. (对称性)若 xRy,则 yRx；

3. (传递性)若 xRy; yRz,则 xRz.
如果R 是 X 上的一个等价关系, 并且 xRy,则我们称 x R 等价于 y 或称 x与 yR 等价.

容易验证前面所举的父子关系、夫妻关系、及 N上的大小关系与整除关系都不是等价关系, 而三
角形相似关系是等价关系. 下面我们来证明 Z上的模 a同余关系是等价关系.

1. 自反性：设 n 2 Z.由于 n � n D 0 � a,所以 nRn.
2. 对称性：设 mRn.则 m D nC ka.k 2 Z/.于是 n D mC .�k/a.�k 2 Z/,因此 nRm.
3. 传递性：设 mRn; nRl .则 m D nC ka; n D l C sa.k, s 2 Z/.于是 m D l C .k C s/a.k C s 2 Z/

因此 mRl .

定义 1.11

|

设R 是 X 上的任一等价关系. x 2 X .集合

fy 2 X j xRyg

称为 x的R 等价类, 记为 Qx. Qx中的每一个元素 y 称为 Qx的一个代表.

例如, 对 Z上的 “模 a同余关系R”, n 2 Z的R 等价类 Qn为：

Qn D fm 2 Z j m D n.moda/g

D fm 2 Z j m D nC ka; k 2 Zg

D fnC ka j k 2 Zg

≜ nC aZ:

关于等价类之间的关系, 我们有下述定理.

定理 1.2

~

设R 是 X 上的任一等价关系.
1. 若 x 2 X ,则 x 2 Qx；

2. xRy ” Qx D Qy ” Qx \ Qy ¤ ∅.

证明

10



1.2 关系

1. 因为 xRx,所以 x 2 Qx.
2. 设 x; y 2 X 且 xRy.若 z 2 Qx,则 xRz,由对称性, zRx.由传递性得 zRy.故 yRz; z 2 Qy 因此

Qx � Qy.由于 yRx,故同理可证 Qy � Qx.因此 Qx D Qy.
若 Qx D Qy,则显然有 Qx \ Qy ¤ ∅.
现设 Qx \ Qy ¤ ∅.令 z 2 Qx \ Qy,则 xRz; yRz.于是 xRz; zRy,由传递性得 xRy.
上述定理告诉我们, 在 X 的全体R 等价类中, 任意两个R 等价类要么相等, 要么不相交.
根据上述定理, 我们可以引进下述定义.

定义 1.12

|

设 R 是 X 上的任一等价关系. 由 X 的所有 R 等价类组成的集合称为 X 关于 R 的商集, 记为
X=R.于是

X=R D f Qx j x 2 Xg:

例题 1.15 Z关于模 a同余关系R 的商集 Z=R 为

Z=R D fnC aZ j n D 0; 1; 2; � � � ; a � 1g

例题 1.16设 P 是一平面, O 2 P 是一定点, 在 P 上定义关系R 如下：

R D f.M;N / 2 P � P j MO D NOg:

容易验证R 是 P 上的一个等价关系. 对每一点M 2 P;M 的R 等价类fM 就是平面 P 上以 O 为

中心以MO 为半径的圆周 S.O；MO/ D fN 2 P j NO D MOg,当M D O 时, S.O；MO/ D fOg.
因此 P 关于R 的商集 P=R 为：

P=R D fS.O； r/ j r ⩾ 0g:

例题 1.17 作为商集概念的一个重要应用. 我们介绍从整数集 Z出发的有理数集的构造.
考虑乘积集合 E D Z � N.在 E 上定义关系R 如下：

R D
˚�
.m; n/;

�
m0; n0

��
2 E �E j mn0

D nm0
	

我们证明R 是 E 上的一个等价关系.
1. 自反性：设 .m; n/ 2 E,则 mn D nm.因此 .m; n/R ( m; n).
2. 对称性：设 .m; n/R

�
m0; n0

�
.则 mn0

D nm0,从而 m0n D n0m,因此
�
m0; n0

�
R.m; n/.

3. 传递性：设 .m; n/R
�
m0; n0

�
;
�
m0; n0

�
R
�
m00; n00

�
,则 mn0

D nm0; m0n00
D n0m00.由此得到

mn0n00
D nm0n00

D nn0m00
H) mn00

D nm00:

因此 .m; n/R
�
m00; n00

�
.

集 E 关于此等价关系R 的商集 E=R 称为有理数集, 通常记为 Q. Q的每一个R 等价类 .em; n/称
为一个有理数, 简记为

m

n
. m称为分子, n称为分母. 于是

m

n
D A.m; n/ D

˚�
m0; n0

�
2 E j mn0

D nm0
	

很显然, 这里所定义的有理数
m

n
实际上就是我们通常所说的分子分母为整数, 并且没有公因子的既约

分数.
最后找们介绍集合元素的顺序概念, 即序关系.
3. 序关系

11



�习题 1.2

定义 1.13

|

设 X 是任一非空集合, R 是 X 上的一个关系. 我们称 R 是 X 上的一个偏序关系, 如果它满足
下列条件：

1. (自反性)若 x 2 X ,则 xRx；

2. (反对称性)若 xRy; yRx,则 x D y ；

3. (传递性)若 xRy; yRz,则 xRz.

偏序关系 R 常记为 ≼. x ≼ y 读作 y 在 x 后 .y 大于 x/或 x 在 y 前 ( x 小于 y). 具有偏序关系 R

的集合 X 称为偏序集. 有时记为 ( X , ≼ ).
此外, 如果 X 上的偏序关系 ≼还满足条件：
对任意的 x; y 2 X; x ≼ y 与 y ≼ x至少有一个成立, 则我们称关系R 为 X 上的一个序关系. 具有

序关系R 的集合 X 称为全序集或线性序集.
设 ≼是 X 上的任一偏序关系. 我们规定：

x � y ” x ≼ y 且 x ¤ y,

并读作 y 真在 x后, ( y 真大于 x)或 x真在 y 前, ( x真小于 y).
例题 1.18在整数集 Z上定义关系R 如下：

m; n 2 Z; mRn , m ⩽ n

(这里 ⩽为通常的大小关系), 显然R是 Z上的一个序关系. 因此定义了此关系R的整数集 Z是一个全

序集.
例题 1.19 在例1.10中所定义的 N 上的整除关系 R2 是一个偏序关系而不是序关系. 事实上, 对 3; 5 2

N; 3R25与 5R23没有一个成立.
例题 1.20设 X 是任一非空集合. 在幂集 2X 上定义关系R 如下：

A;B 2 2X ; ARB ” A � B:

容易验证 R 是 2X 上的一个偏序关系. 但不是一个序关系. 这是因为存在 A;B 2 2X ,它们互不包含. 因
此 2X 关于此关系R 只是一个偏序集, 而不是全序集.

K�习题 1.2k

1. 设 A 是由关系组成的任一集族. 证明：
1) Dom

�
[

A2A
A

�
D [

A2A
Dom.A/；

2) Ran
�
[

A2A
A

�
D [

A2A
Ran.A/.

3) Dom
�
\

A2A
A

�
� \

A2A
Dom.A/；

4) Ran
�
\

A2A
A

�
� \

A2A
Ran.A/.

2. 证明下列各结论：
1) 对任意的集合 X 与 Y , X � Y 是从 X 到 Y 的一个关系, 并且 .X � Y /�1

D Y �X；

2) 令 idX D f.x; x/ j x 2 Xg(称为 X � X 的对角线). 对任一从 X 到 Y 的关系 U 及从 Z到 X

12



�习题 1.2

的关系 V , 有：
U ı idX D U ; idX ı V D V :

3) 设V D

�
.x; y/ j x 2 R � f0g; y D

1

x

�
; U D

˚
.x; y/ j x 2 RC ,y D

p
xg试写出V �1;U �1;U ı

V ;V ı U , 并证明 U ı V D V ı U .
4) 设 A、B 是任意两个关系. 则�

A�1
��1

D A; .A [ B/�1
D A�1

[ B�1; .A \ B/�1
D A�1

\ B�1; .A ı B/�1
D B�1

ı A�1:

3. 设R 是 X 上的一个等价关系. 证明：
1) R 是自反的, 当且仅当 idX � R；

2) R 是对称的, 当且仅当R�1
D R；

3) R 是传递的, 当且仅当R ı R � R.
4. 有人指出：等价关系定义中的自反性可以由对称性和传递性推出, 因为“若 R 具有对称性, 由
xRy 推出 yRx；又因R 具有传递性, 由 xRy 及 yRx推出 xRx, 故R 具有自反性”.
此推论正确吗？为什么？

5. 设 U ;V 是 R上的两个关系：

U D f.x; y/ j y D x C 1; 0 < x < 2g;

V D f.x; y/ j y � x 2 Zg:

证明 U � V 并且 V 是 R上的一个等价关系. 写出 R关于此等价关系 V 的商集 R=V .
6. 设 X 是任一非空集合, fX�g�2�是由 X 的子集组成的集族, 使得：

[
�2�

X� D X; X˛ \Xˇ D ∅ ; ˛; ˇ 2 �; ˛ ¤ ˇ:

在 X 上定义关系R 如下：

x; y 2 X; xRy ” x; y 属于同一 X�:

1) 证明R 是 X 上的一个等价关系；

2) 写出每一个元素 x 2 X 的R 等价类以及 X 关于 A 的商集 X=R.
7. 设R是 X 上的任一偏序关系. 证明：如果R是 X 上的一个偏序关系 (序关系),则R�1也是一个

偏序关系 (序关系).
8. 设 ≼是 X 上的任一偏序关系, A;B 是偏序集 .X;≼/的两个子集, 使得

A [ B D X; A \ B D ∅; 且 x 2 A; y 2 B ) x � y:

这时称 .A;B/是集 X 关于 ≼的一个分割.
证明：如果 .A1; B1/与 .A2; B2/是 .X;≼/的两个分割, 那么 A1 � A2或 A2 � A1.

9. 设 Q是本节例 1.17所定义的有理数集. 在 Q上定义加法 “+ ”与乘法 “�”运算如下：
b

a
;
d

c
2 Q;

b

a
C
d

c
D
bc C ad

ac
;
b

a
�
d

c
D
bd

ac
:

1) 证明上述加法与乘法定义与代表元的选择无关. 因此它们的定义是合理的.
2) 证明加法与乘法运算具有下列各性质：

a) 加法具有 “交换群”性质, 即
b

a
C
d

c
D
d

c
C
b

a
;

�
b

a
C
d

c

�
C
m

n
D
b

a
C

�
d

c
C
m

n

�
;

13



1.3 映射

存在 0元素使得
b

a
C 0 D

b

a
, 对每一个

b

a
, 存在逆元

�b

a
使得

b

a
C

�b

a
D 0；

b) Q � f0g关于乘法具有 “交换群”性质, 即
b

a
�
d

c
D
d

c
�
b

a
;

�
b

a
�
d

c

�
�
m

n
D
b

a
�

�
d

c
�
m

n

�
;

存在单位元 1使得
b

a
� 1 D

b

a
, 对每一个

b

a
, 存在逆元

a

b
使得

b

a
�
a

b
D 1；

c) 乘法关于加法满足分配律. 即
b

a
�

�
d

c
C
m

n

�
D
b

a
�
d

c
C
b

a
�
m

n
�

3) 令 QC
D

�
b

a
2 Q

ˇ̌̌̌
ab ⩾ 0

�
. 在 Q上定义关系 ⩽如下：

b

a
;
d

c
2 Q;

b

a
⩽ d

c
”

d

c
�
b

a
≜ d

c
C

�b

a
2 QC;

b

a
<
d

c
”

b

a
⩽ d

c
且
b

a
¤
d

c
:

证明 ⩽是 Q上的一个序关系, 因此 .Q;⩽/是一个全序集.

4) 对每一个
b

a
2 Q , 定义

b

a
的绝对值

ˇ̌̌̌
b

a

ˇ̌̌̌
为：

ˇ̌̌̌
b

a

ˇ̌̌̌
D

8̂̂̂̂
ˆ̂̂<̂
ˆ̂̂̂̂̂:

b

a
; 若 0 <

b

a
;

0; 若
b

a
D 0;

�b

a
; 若

b

a
< 0;

证明绝对值的下列性质成立：ˇ̌̌̌
b

a

ˇ̌̌̌
D 0 ,

b

a
D 0;ˇ̌̌̌

b

a
�
d

c

ˇ̌̌̌
D

ˇ̌̌̌
d

c
�
b

a

ˇ̌̌̌
;ˇ̌̌̌

b

a
�
d

c

ˇ̌̌̌
⩽
ˇ̌̌̌
b

a
�
m

n

ˇ̌̌̌
C

ˇ̌̌̌
m

n
�
d

c

ˇ̌̌̌
:

1.3 映射

在数学分析中, “映射”是我们的一个主要研究对象. 因此我们首先介绍映射的概念.
1. 映射的一般概念

定义 1.14
设 f 是任一关系, 令

Dom.f / D X;Ran.f / � Y:

如果 f 具有下述性质：

8x 2 Dom.f /; xfy1; xfy2 H) y1 D y2;

则我们称 f 是从 X 到 Y 的一个函数关系或映射.

14



1.3 映射

|

通常用下列各记号表示从 X 到 Y 的映射 f ：

f W X ! Y; X
f
�! Y;

x 7! f .x/ 2 Y; x 2 X; y D f .x/ 2 Y; x 2 X;

f.x;f .x// j x 2 Xg; f.x; y/ j x 2 X; xfyg:

例题 1.21考虑下列各关系 fi .i D 1; 2; 3/：

f1 D f.x; sin x/ j x 2 Rg；

x 7�! f2.x/ D

8<: x sin
1

x
; x ¤ 0;

0; x D 0；

f3 D f.x;˙
p
x/ j x ⩾ 0g:

显然, f1; f2是映射, 而 f3不是映射. 因为

8x 2 R; xf1y1; xf1y2 H) y1 D sin x; y2 D sin x H) y1 D y2；

8x 2 R; xf2y1; xf2y2 H) y1 D 0; y2 D 0若 x D 0或 y1 D x sin
1

x
; y2 D x sin

1

x
; 若 x ¤ 0 H) y1 D y2:

故 f1; f2是从 R到 R的映射. 而对 f3,由于

.x;
p
x/ 2 f3; .x;�

p
x/ 2 f3但

p
x ¤ �

p
x.x ¤ 0/,

故 f3不是映射.
上面我们用关系概念给映射下的定义与在中学里所学的映射定义是一致的：

“设 A;B 是两个集合, 如果按照某种对应法则 f ,对于集合 A中的任何一个元素, 在集合 B 中都

有唯一的元素和它对应, 这样的对应 (包括集合 A;B 及从 A到 B 的对应法则 f )叫做从集合 A到集合

B 的映射”.
现在设 f W X ! Y 是任一映射. f 的图形, 记为 Gr.f /,定义为乘积 X � Y 的下述子集合：

Gr.f / D f.x; y/ 2 X � Y j x 2 X; y D f .x/g

由此可知, 映射的图形与我们的映射定义完全统一起来了.
对于任一映射 f W X ! Y ,设 A � X 是一非空集合. 显然关系

g D f.x; y/ j x 2 A; xfyg

是从 A到 Y 的一个映射.

定义 1.15

|

映射 g W A ! Y 称为映射 f W X ! Y 在 A上的限制, 记为 f jA.如果一个映射 h W A ! Y 是映

射 f W X ! Y 在 A.� X/上的限制, 则我们称 f 为 h的扩张.

例如考虑如下两个映射：

g D
˚�
x; x2

�
j x 2 RC

	
; f D

˚�
x; x2

�
j x 2 R

	
则 g是 f 在 RC上的限制, 而 f 是 g的扩张.

2. 单射、满射与一一映射
首先我们介绍映射的象集与逆象集概念.
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1.3 映射

定义 1.16

|

设 f W X ! Y 是任一映射. A � X;B � Y 是任意两个集合.
1. f .A/ 4

D fy 2 Y j 9x 2 A使 y D f .x/g称为 A在 f 下的象集.
2. f �1.B/

4
D fx 2 X j f .x/ 2 Bg称为 B 关于 f 的逆象集.

显然, 当 A D X;B D Y 时, f .X/ D Ran.f /; f �1.Y / D Dom.f / D X .
可能出现这种情形：

A ⊊ X; f .A/ D Ran.f /; B ⊊ Y; f �1.B/ D ∅;

并且一般我们只能有下述包含关系式成立：

A � f �1.f .A//; f
�
f �1.B/

�
� B:

例如, 对上面所考虑过的映射 f D
˚�
x; x2

�
j x 2 R

	
,若取 A D RC; B D R�

�
1,则

f
�
RC
�

D Ran.f / D RC; f �1
�
R�

�

�
D ∅;

RC
� f �1

�
f
�
RC
��

D R: f .f �1.R�
� // D f .∅/ D ∅ � R�

�

图 1.5

关于映射 f W X ! Y 的值域 f .X/ � Y ,有下列三种情形值得我们特别考虑：
1. f .X/ ⊊ Y ；

2. f .X/ D Y ；

3. 8y 2 f .X/; f �1.y/ ≜ f �1.fyg/是单点集.
与这三种情形对应的映射分类是：

定义 1.17

|

对映射 f W X ! Y ,
1. 若 f .X/ ⊊ Y ,则称 f 是内部映射；

2. 若 f .X/ D Y ,则称 f 是满射或全射；

3. 若 8y 2 f .X/; f �1.y/是单点集, 则称 f 是单射；

4. 若 f 既是单射, 又是满射, 则称 f 是一一映射或满单射.

1RC;R�;RC
� ;R

�
� , 分别表示非负实数集、非正实数集、正实数集、负实数集. 它们的严格定义将在第 2章 §3中介绍.
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1.3 映射

从单射的定义容易验证下三个结论互相等价：

1. f W X ! Y 是单射；

2. 若 x1; x2 2 X 且 x1 ¤ x2,则 f .x1/ ¤ f .x2/；

3. 若 x1; x2 2 X 且 f .x1/ D f .x2/,则 x1 D x2.
例题 1.22对任一映射 f W X ! Y ,映射 f W X ! f .X/是满射.
例题 1.23对任一非空集合 X ,映射 x 7�! x; x 2 X 是一一映射, 称为从 X 到 X 上的恒等映射, 记为
idX W X ! X .
例题 1.24前面考虑过的映射

f D
˚�
x; x2

�
j x 2 R

	
不是单射, 因为 f .x/ D f .�x/ D x2;8x 2 R,但是 f 在 RC 上的限制 f jRC 是从 RC 到 RC 上的一一

映射.
对于两个映射, 如何判断它们是同一映射, 下面的命题给出了两个映射相等的充分必要条件.

命题 1.2

�

设 f; g是任意两个映射, 则

f D g ” Dom.f / D Dom.g/; 8x 2 Dom.f /; f .x/ D g.x/

证明 首先由映射的定义, 我们有

f D f.x; y/ j xfyg;Dom.f / D fx j存在唯一的 y; xfyg;

g D f.x; y/ j xgyg;Dom.g/ D fx j存在唯一的 y; xgyg:

现在设 f D g.那么 8x 2 Dom.f /,存在唯一的 y使得 xfy或 y D f .x/,从而 .x; y/ 2 f ,故 .x; y/ 2 g,
因此 x 2 Dom.g/, y D g.x/或 Dom.f / � Dom.g/; 8x 2 Dom.f /; f .x/ D g.x/.
由对称性, 同理可证

Dom.g/ � Dom.f /; 8x 2 Dom.g/; g.x/ D f .x/:

此即表明

Dom.f / D Dom.g/;8x 2 Dom.f /; f .x/ D g.x/:

反之, 设 Dom.f / D Dom.g/;8x 2 Dom.f /; f .x/ D g.x/.那么 8.x; y/ 2 f; x 2 Dom.f /; y D f .x/,从
而 x 2 Dom.g/; y D g.x/,故 .x; y/ 2 g,因此 f � g.

同理可证 g � f .因此 f D g.命题证毕.
下面我们介绍用逆关系与复合关系定义的逆映射与复合映射.
3. 逆映射与复合映射

定义 1.18

|

定义设 f W X ! Y 是任一映射. 如果 f .X/ D Y 并且 f 的逆关系 f �1
D f.y; x/ j xfyg也是一

个映射, 则我们称 f 是可逆的, f �1称为 f 的逆映射.

由上述定义可知, 若映射 f W X ! Y 可逆, 则
1. f �1是从 Y 到 X 上的映射, 因为 Dom

�
f �1

�
D Ran.f / D Y .

2. f �1
W Y ! X 也是可逆的, 并且

�
f �1

��1
D f .

17



1.3 映射

例题 1.25考虑 f D f.x; x C 1/ j x 2 Rg.
显然 f 是从 R到 R上的映射, 并且由于

f �1
D f.y; x/ j xfyg

D f.y; x/ j x 2 R; y D x C 1g

D f.y; y � 1/ j y 2 Rg

及 8y 2 R; yf �1x1; yf
�1x2 H) x1 D y � 1; x2 D y � 1 H) x1 D x2,故 f �1 也是一个映射, 因此 f

是可逆的.
例题 1.26考虑f D

˚�
x; x2

C 1
�

j x 2 R
	
. 容易验证f 是从R到Y D Ran.f / D

˚
y 2 R j y D x2

C 1; x 2

Rg D fy 2 R j y � 1 ⩾ 0g D fy 2 R j y ⩾ 1g上的映射.
由于

f �1
D f.y; x/ j xfyg

D
˚
.y; x/ j x 2 R; y D x2

C 1
	

D f.y;˙
p
y � 1/ j y ⩾ 1g

及 8y > 1; yf �1
�p

y � 1
�
; yf �1.�

p
y � 1/,但

p
y � 1 ¤ �

p
y � 1,故 f �1不是一个映射, 从而 f 不

可逆.
关于映射的复合, 我们首先证明下述定理.

定理 1.3

~

设 f; g是任意两个映射, 则
1. g ı f 也是一个映射；

2. g ı f 在 x处有定义当且仅当 f 在 x处有定义, g在 f .x/处有定义, 于是

Dom.g ı f / D Dom.f / \ f �1.Dom.g//；

3. 8x 2 Dom.g ı f /; g ı f .x/ D g.f .x//.

证明

1. 我们只需证明
8x; x.g ı f /z1; x.g ı f /z2 H) z1 D z2

根据复合关系的定义, 9y1; y2使得

xfy1; y1gz1； xfy2; y2gz2

因为 f 是映射, 故 y1 D y2,又因为 g是映射, 故由 y1gz1; y1gz2推得 z1 D z2.
2.

x 2 Dom.g ı f / ” 9z 使 x.g ı f /z

” 9y 和 z使 xfy; ygz

” x 2 Dom.f /; y D f .x/ 2 Dom.g/

” x 2 Dom.f / \ f �1.Dom.g//:

3. 由 2)的证明推出.
根据此定理, 我们可以引进下述定义.

18



1.3 映射

定义 1.19

|
设 f; g是任意两个映射, 则 g ı f 称为 f 与 g的复合映射.

图 1.6

从图1.6可以理解 g ı f 的意义.
例题 1.27设 f D

˚�
x; x2

C 1
�

j x 2 R
	
; g D

˚
.y;

p
y/ j y 2 RC

	
.

Dom.g ı f / D Dom.f / \ f �1.Dom.g// D R \ f �1
�
RC
�

D R \ R D R；

Dom.f ı g/ D Dom.g/ \ g�1.Dom.f // D RC
\ g�1.R/ D RC

\ RC
D RC；

g ı f D f.x; z/ j x 2 R并且存在 y 使得 xfy; ygzg

D
˚
.x; z/ j x 2 R; y D x2

C 1; z D
p
y
	

D

n�
x;
p
x2 C 1

�
j x 2 R

o
；

f ı g D
˚
.x; z/ j x 2 RC;并且存在 y 使得 xgy; yf z

	
D
˚
.x; z/ j x 2 RC; y D

p
x; z D y2

C 1
	

D
˚
.x; x C 1/ j x 2 RC

	
:

利用映射的复合可以判断映射的单射性与满射性, 即成立下面的定理,

定理 1.4

~

设 f W X ! Y 与 g W Y ! X 是任意两个映射,
1. 若 g ı f D idX ,则 f 是单射, g是满射；
2. 若 g ı f D idX ; f ı g D idY ,则 f 与 g是一一映射, 并且 f �1

D g; g�1
D f .

证明

1. 设 x1; x2 2 X 使得 f .x1/ D f .x2/.那么

x1 D idX .x1/ D g ı f .x1/ D g .f .x1//

D g .f .x2// D g ı f .x2/ D idX .x2/ D x2;

因此 f 是单射.
为了证明 g是满射, 设 x 2 X ,令 y D f .x/.则

x D idX .x/ D g ı f .x/ D g.f .x// D g.y/;

因此 g是满射.
2. 若 g ı f D idX ; f ı g D idY ,则由 1)知 f; g都是一一映射, 为了证明 f �1

D g; g�1
D f ,我们只

需证明

f �1.y/ D g.y/; y 2 Y; g�1.x/ D f .x/; x 2 X:

19



1.3 映射

事实上, 由于 f �1
ı f D idX ; g

�1
ı g D idY ,故

g.y/ D
�
f �1

ı f
�
.g.y// D f �1.f .g.y/// D f �1.y/; y 2 Y

f .x/ D
�
g�1

ı g
�
.f .x// D g�1.g.f .x/// D g�1.x/; x 2 X

最后作为映射的一个应用, 我们来介绍集合的可数性.
4. 集合的可数性

定义 1.20

|

设 X 是任一集合.
1. 我们称 X 是有限集, 如果 X 是空集, 或者存在 n 2 N及一个一一映射 f W f1; 2; � � � ; ng !

X .在第一种情形下称 X 有 0个元素, 在第二种情形下称 X 有 n个元素.
2. 我们称 X 是无限集, 如果它不是有限集.
3. 我们称 X 是可数无限集, 如果存在一一映射 f W N ! X .
4. 我们称 X 是可数集, 如果 X 是有限集或可数无限集.
5. 我们称 X 是不可数集, 如果 X 不是可数集.

例题 1.28对每一个 n 2 N,集合 f1; 2; � � � ; ng是有 n个元素的有限集, 而集合 N是可数无限集.
例题 1.29整数集 Z是可数无限集. 因为我们有一一映射 f W N ! Z：

f .n/ D

8<:k; 若 n D 2k C 1.k D 0; 1; 2; � � � /；

�k; 若 n D 2k.k D 1; 2; � � � /:

定理 1.5

~
设 X 是任一非空集合. X 是可数集的充分必要条件是存在一个满射 f W N ! X .

证明 (必要性)设 X 是可数集. 如果 X 是无限集, 则由定义, 存在一一映射 f W N ! X； 如果 X 是有

n个元素的有限集, 则存在一一映射 g W f1; 2; � � � ; ng ! X .现在定义映射 f W N ! X 为：

f .m/ D

(
g.m/; m D 1; 2; � � � ; n；

g.1/; m D nC 1; nC 2; � � �

显然 f 是满射.
(充分性)设存在满射 f W N ! X .如果 X 是有限集, 则充分性成立. 因此不妨设 X 是无限集.
在 N上定义关系R 如下：

n;m 2 N; nRm ” f .n/ D f .m/:

容易验证R 是 N上的一个等价关系.
下面我们定义两个映射 h W N ! N=R 与 g W N=R ! X .
首先定义映射 g W N=R ! X 如下：

g. Qn/ D f .n/; 8Qn 2 N=R:

显然 g是单射.
其次我们归纳地定义映射 h W N ! N=R, h.1/ D ek1 De1. h.2/ D ek2.这里 k2 是不属于e1的最小自

然数.
现在假设 h.1/ D ek1; h.2/ D ek2; � � � ; h.m/ D fkm 已经定义好了, 我们令 h.mC 1/ D AkmC1, 这里
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1.3 映射

kmC1是不属于 ek1; ek2; � � � ;fkm的最小自然数.
由于 X 是无限集, g 是单射, 故 N=R 也是无限集, 因此上述定义 h的过程可以无限地继续下去.

从而映射 h W N ! N=R 就完全归纳地定义了.
现在我们来证明复合映射 g ı h W N ! X 是一一映射, 从而 X 是可数无限集.
首先证明 g ı h是单射. 为此设 n;m 2 N且 n ¤ m.那么

g ı h.n/ D g
�ekn

�
; g ı h.m/ D g

�fkm

�
:

由于 ekn ¤ fkm; g是单射, 所以 g ı h.n/ ¤ g ı h.m/.
为了证明 g ı h是满射, 设 a 2 X .由于 f 是满射, 故存在 n 2 N使得 f .n/ D a.令 km是 Qn中最小

自然数, 那么 g ı h.m/ D g
�fkm

�
D f .km/ D f .n/ D a.

推论 1.1

~
若 X 是可数集, Y � X 是任一子集, 则 Y 也是可数集.

证明 如果 Y 是空集, 则推论成立. 因此不妨设 Y ¤ ∅.令 x0 2 Y .由于X 可数, 故存在满射 g W N ! X .
现在定义映射 f W N ! Y 为：

f .n/ D

8<:g.n/ 若 g.n/ 2 Y；

x0 若 g.n/ … Y:

则 f 是满射, 因此 Y 是可数集.

推论 1.2

~

若 X1; X2; � � � ; Xn; � � � � � � 是可数多个可数集, 则
n

[
kD1

Xk;[
k2N

Xk 也是可数集.

证明 由于对任意的 n 2 N;
n

[
kD1

Xk � [
k2N

Xk ,根据推论 1.1 , 我们只需证明[
k2N

Xk 是可数集.

不妨设每一个 Xk ¤ ∅,否则可以把那些空集删去. 由于 Xk 是可数集, 故存在满射 fk W N ! Xk .
下面我们定义映射 f W N ! [

k2N
Xk 如下：

首先, 对每一个 n 2 N可唯一的分解成

n D 2k�1.2m � 1/ .k;m 2 N/

的形式. 我们令 f .n/ D fk.m/,则 f 是满射. 事实上, 设 x 2 [
k2N

Xk .于是存在 k 2 N使得 x 2 Xk ,从而

存在 m 2 N使得 x D fk.m/.若令 n D 2k�1.2m � 1/,则 f .n/ D f
�
2k�1.2m � 1/

�
D fk.m/ D x,因此

f 是满射. 故[
k2N

Xk 是可数集.

例题 1.30有理数集 Q是可数集.
事实上, 对每一个 n 2 N,令

Qn D

nm
n

ˇ̌̌
m 2 Z; 且 � n2 ⩽ m ⩽ n2

o
,

则 Qn是有限集, 并且 Q D [
n2N

Qn,因此由推论 1.2知 Q是可数集.
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推论 1.3

~
若 X1; X2; � � � ; Xn是可数集, 则乘积 X1 �X2 � � � � �Xn也是可数集.

证明 不妨设每一个 Xk ¤ ∅,否则 X1 �X2 � � � � �Xn D ∅,它显然是可数集.
首先由分解式 n D 2k�1.2m � 1/及映射 h W N ! N � N; h.n/ D .k;m/ .n 2 N/知 h是一一映射,

因此 N � N是可数集.
设 A;B 是两个可数集, 于是存在满射

f1 W N ! A; f2 W N ! B:

定义映射 g W N � N ! A � B 为：

g.n;m/ D .f1.n/; f2.m// .n;m/ 2 N � N;

则 g是满射. 因此 g ı h W N ! A �B 也是满射, 从而 A �B 是可数集. 现在假设 X1 �X2 � � � � �Xn�1

是可数集, 那么 .X1 �X2 � � � � �Xn�1/ �Xn是可数集. 从而存在满射

f W N ! .X1 �X2 � � � � �Xn�1/ �Xn.

另一方面, 若定义映射

g W .X1 �X2 � � � � �Xn�1/ �Xn ! X1 �X2 � � � � �Xn�1 �Xn

为

g ..x1; x2; � � � ; xn�1/ ; xn/ D .x1; x2; � � � ; xn�1; xn/ ;

则 g是一一映射, 从而 g ı f W N ! X1 �X2 � � � � �Xn是满射, 因此 X1 �X2 � � � � �Xn是可数集.
不可数集的一个简单例子就是下面的例.

例题 1.31 N的幂集 2N是不可数集.
为此我们只需证明不存在任何满射 f W N ! 2N.设 f W N ! 2N是任一映射. 对每一个 n 2 N; f .n/

是 N的一个子集. 那么我们有
n 2 f .n/ 或 n … f .n/:

构造 N的一个子集 E 如下：

E D fn 2 N j n … f .n/g;

显然 E 2 2N.
下面证明 E … f .N/.用反证法, 假设存在 n0 2 N,使得 f .n0/ D E.那么由 E 的定义知

若 n0 2 E,则 n0 … f .n0/ D E ；

若 n0 … E,则 n0 2 f .n0/ D E,
这显然是矛盾的. 因此 f 不是满射. 故由定理1.5知 2N是不可数集.

K�习题 1.3k

1. 指出下列关系中哪些是函数关系：
1) f1 D f.x; y/ j x 2 R; y 2 Ng；

2) f2 D f.x; y/ j 0 ⩽ x ⩽ 1; 0 ⩽ y ⩽ 1g；

3) f3 D

�
.x; y/ j x 2 R n f0g; y D

1

x2

�
；
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4) f4 D f.x; y/ j x 2 R; y D jxjg.
2. 设映射 f D

˚�
x; x2

� 1
�

j x 2 R
	
, g D

˚
.y;

p
y/ j y 2 RC

	
, 分别写出：

Dom.g ı f /; Dom.f ı g/; g ı f; f ı g:

3. 设映射 f1; f2; f3定义如下：

f1 D f.x; y/ j x 2 R; y D x C 1g;

f2 D
˚
.x; y/ j x 2 RC; y D

p
x
	
;

f3 D f.x; y/ j x 2 R; y D
3
p
xg;

试确定下列各复合映射, 并写出各自的定义域：

f2 ı f1; f1 ı f2; f1 ı f3; f3 ı f1; f2 ı f3; f3 ı f2:

4. 设映射 f W X ! Y 是任一映射.
1) 若 A;B � X 是任意两个集合, 证明：

f .A [ B/ D f .A/ [ f .B/;

f .A \ B/ � f .A/ \ f .B/;

f .A � B/ � f .A/ � f .B/:

若 f 为单射, 则 f .A \ B/ D f .A/ \ f .B/; f .A � B/ D f .A/ � f .B/ .
2) 若 C;D � Y 是任意两个集合, 证明：

f �1.C [D/ D f �1.C / [ f �1.D/;

f �1.C \D/ D f �1.C / \ f �1.D/;

f �1.C �D/ D f �1.C / � f �1.D/:

5. 设 f W X ! Y 是任一映射, A � X , B � Y . 证明以下命题成立：
1) f .A/ D ∅ ” A D ∅；
2) f �1.B/ D ∅ ” B \ f .X/ D ∅；若 f 是满射, 则 f �1.B/ D ∅ ” B D ∅；
3) .f jA/

�1.B/ D A \ f �1.B/；

4) A � f �1.f .A//, f .f �1.B// � B；

5) f 是单射 ” 对每一个 A � X , 有 f �1.f .A// D A；

6) f 是满射 ” 对每一个 B � Y , 有 f .f �1.B// D B；

7) f 是一一映射 ” 对每一个 A � X , B � Y , f �1.f .A// D A; f .f �1.B// D B:

6. 证明第 3题中的每个映射 f1; f2; f3都是可逆的, 并写出它们的逆映射 f �1
i .i D 1; 2; 3/. 证明：

Dom.fi / D Ran.f �1
i /; Ran.fi / D Dom.f �1

i / .i D 1; 2; 3/:

7. 设 f 是任一映射. 若存在映射 g与 h, 使得：

g ı f D idDom.f /; f ı h D idRan.f /;

则 f 是可逆的, 并且 f �1
D h D g.

8. 证明：若 f 与 g是单射, 则 g ı f 也是单射, 并且：

.g ı f /�1
D f �1

ı g�1:

9. 设 f; g W X ! R是任意两个映射, 定义映射 f C g; fg W X ! R为：

.f C g/.x/ D f .x/C g.x/; .fg/.x/ D f .x/ � g.x/ .8x 2 X/:
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再设 E � X , 定义其特征函数 �E W X ! f0; 1g为：

�E .x/ D

8<:1; x 2 E;

0; x … E:

证明对任意 A;B � X , 有：
1) �A\B D �A � �B；

2) �A[B D �A C �B � �A\B；

3) �AnB D �A.1 � �B/.
10. 设 f W X ! Y 是任一映射, A � X 是任一非空集合. 称 A关于 f 不变, 如果 f .A/ D A. 定义集
合 B � X 如下：

B D
˚
x 2 X

ˇ̌
存在 x1; x2; : : : 2 X 使得 x D x1; xn D f .xnC1/

	
:

证明：B 是 X 中关于 f 不变的最大子集.
11. 设 E 是所有 N的有限子集组成的集合, 定义映射 f W E ! N为：

f .A/ D

8̂̂<̂
:̂
0; A D ∅;X
x2A

x; A ¤ ∅:

1) 设 An D f1; 2; : : : ; ng, 计算 f .An/；

2) 证明 f 不是单射；

3) 证明 f 是满射；

4) 计算集合 f �1.4/的元素个数.
12. 证明：任一可数集的所有有限子集所组成的集合是可数集.
13. 设 A;B 是任意两个集合. 若存在一一映射 f W A ! B , 则称 A与 B 是等势的.

1) 证明：对任意非空集合 X , X 与它的幂集 2X 不等势；

2) 证明：区间 .0; 1/、.0; 1�、Œ0; 1/、Œ0; 1�、.0;C1/、Œ0;C1/彼此等势；

3) 证明：若 S2表示 R3中单位球面, 则对任意 a 2 S2, S2
� fag与 R2等势.

14. 设 .X;≼/是全序集, f W X ! X 是满足如下性质的映射：若 x � y, 则 f .x/ � f .y/. 证明：
1) f 是单射；
2) 若 f .x/ � f .y/, 则 x � y.

15. 设 X; Y 是任意两个集合, 用 E 表示所有定义域含于 X、值域含于 Y 的映射的集合. 在 E 上定义

关系R 如下：

fRg ” Dom.f / � Dom.g/且 gjDom.f / D f:

试问：

1) R 是 E 上的偏序关系吗？

2) R 是 E 上的序关系吗？

16. 设 X1; X2 是两个集合, Ri 是 Xi 上的一个等价关系, 定义投影映射 pi W Xi ! Xi=Ri .i D 1; 2/

为：

8x 2 Xi ; pi .x/ Dex;ex是 x关于Ri 的等价类.
现在设映射 f W X1 ! X2满足下述性质

x0; x00
2 X1; x

0R1x
00

H) f
�
x0
�
R2f

�
x00
�
:

24



�习题 1.3

证明：

1) 存在映射 F W X1=R1 ! X2=R2, 使得下述图形可交换：

X1 X2

X1=R1 X2=R2

f

p1 p2

F

即证明等式 Fp1 D p2f；

2) 如果 f 是满射, 则 F 也是满射.
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第二章 实数的构造

严格的实数理论是在 19世纪的后半叶才由 Cantor和 Dedekind等数学家完整地建立起来的. 这一
章我们介绍 Cantor的实数构造理论.

2.1 实数的定义

Cantor是以有理数系为基础用引进有理数 Cauchy序列等价类的方法来定义实数的. 关于有理数集
Q,我们已经在第 1章 § 2例1.17中严格定义它了, 并在同一节的习题 9中详细列出了它的基本性质, 因
此现在我们可以来介绍 Cantor实数构造理论了

1. 有理数 Cauchy序列

定义 2.1

|

从 N到 Q的任一映射 r W N ! Q称为一个有理数序列, 简记为 hrni : rn.n 2 N/称为此序列的第

n项或通项.

例题 2.1以下列各项：

1. rn D
1

10n
.n 2 N/；

2. rn D 1C
1

1Š
C
1

2Š
C � � � C

1

nŠ
.n 2 N/；

3. rn D 1C
1

2
C
1

3
C � � � C

1

n
.n 2 N/

为通项的序列都是有理数序列.

定义 2.2

|

我们称有理数序列 hrni是 Cauchy序列, 如果它具有下述性质：

.80 < " 2 Q/.9N 2 N/.8n;m 2 N; n;m ⩾ N/ H) jrn � rmj < ": (2.1)

显然性质2.1也可以表示成下述等价的形式：

.80 < " 2 Q/.9N 2 N/.8n; k 2 N; n ⩾ N/ H) jrnCk � rnj < ":

例题 2.2证明有理数序列
�
1

10n

�
是 Cauchy序列.

证明 事实上, 8n;m 2 N且 m ⩾ n,有ˇ̌̌̌
1

10n
�

1

10m

ˇ̌̌̌
D

1

10n

ˇ̌̌̌
1 �

1

10m�n

ˇ̌̌̌
⩽ 1

10n
<
1

n
:

80 < " D
q

p
2 Q; 由

1

n
<
q

p
知,取 N D p,则

8n;m 2 N; n;m ⩾ N H)

ˇ̌̌̌
1

10n
�

1

10m

ˇ̌̌̌
<
1

n
<
q

p
:

因此

�
1

10n

�
是有理数 Cauchy序列.

例题 2.3 证明有理数序列
�
1C

1

1Š
C
1

2Š
C � � � C

1

nŠ

�
是 Cauchy序列.



2.1 实数的定义

证明 事实上, 若令 rn D 1C
1

1Š
C
1

2Š
C � � � C

1

nŠ
,则 8n; k 2 N有

0 < rnCk � rn D
1

.nC 1/Š
C

1

.nC 2/Š
C � � � C

1

.nC k/Š

<
1

.nC 1/Š
C

1

.nC 1/Š.nC 1/
C � � � C

1

.nC 1/Š.nC 1/k�1

<
1

.nC 1/Š

�
1C

1

nC 1
C � � � C

1

.nC 1/k�1

�
<

1

.nC 1/Š
�

1

1 �
1

nC1

D
1

n � nŠ
⩽ 1

n
:

80 < " D
q

p
2 Q,由

1

n
<
q

p
知, 若取 N D p,则

8n; k 2 N; n ⩾ N H) jrnCk � rnj <
1

n
<
q

p
:

因此

�
1C

1

1Š
C
1

2Š
C � � � C

1

nŠ

�
是有理数 Cauchy序列.

例题 2.4证明由下述递推公式
r0 D 1; rn D

1

1C rn�1
.n 2 N/

所定义的有理数序列是 Cauchy序列.
证明 首先容易证明

1

2
⩽ rn ⩽ 1.8n 2 N/.

其次由

jrnC1 � rnj D

ˇ̌̌̌
1

1C rn
�

1

1C rn�1

ˇ̌̌̌
D

jrn�1 � rnj

.1C rn/ .1C rn�1/

⩽ 4

9
jrn � rn�1j ⩽ � � �

⩽
�
4

9

�n

jr1 � r0j <

�
4

9

�n

得到：8n; k 2 N且 n ⩾ 2

jrnCk � rnj ⩽ jrnCk � rnCk�1j C jrnCk�1 � rnCk�2j C � � � C C jrnC1 � rnj

<

�
4

9

�nCk�1

C

�
4

9

�nCk�2

C � � � C

�
4

9

�n

<

�
4

9

�n

� 2 <

�
1

2

�n

� 2 D
1

2n�1
<

1

n � 1
:

80 < " D
q

p
2 Q,由

1

n � 1
<
q

p
知若取 N D p C 1,则

8n; k 2 N; n ⩾ N H) jrnCk � rnj <
1

n � 1
<
q

p
:

因此序列 hrni是有理数 Cauchy序列.
现在设 hrni是任一有理数序列, 由 Cauchy序列的定义可知, hrni不是 Cauchy序列当且仅当：

.90 < "0 2 Q/ .8n 2 N/ .9kn; mn 2 N; kn; mn ⩾ n/ H)
ˇ̌
rkn

� rmn

ˇ̌
⩾ "0:

例题 2.5证明有理数序列
�
1C

1

2
C
1

3
C � � � C

1

n

�
不是 Cauchy序列.
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2.1 实数的定义

证明 事实上, 8n 2 N,

jr2n � rnj D
1

nC 1
C

1

nC 2
C � � � C

1

2n
>
2n � n

2n
D
1

2
:

因此

�
1C

1

2
C
1

3
C � � � C

1

n

�
不是 Cauchy序列.

我们用 E 表示由所有的有理数 Cauchy序列组成的集合. E ¤ ∅,因为 8a 2 Q,常值有理数序列
hai 2 E.
在 E 上我们定义加法 “+ ”、乘法 “�”及数乘运算如下：8 hrni ; hsni 2 E;8� 2 Q,我们规定：

hrni C hsni
4

HHH hrn C sni； hrni � hsni ≜ hrnsni； � hrni
4

HHH h�rni :

我们有下述定理：

定理 2.1

~

集合 E 具有下述性质：

1. 8 hrni 2 E; hrni是有界的, 即

90 < M 2 Q;8n 2 N; jrnj ⩽M；

2. 8 hrni ; hsni 2 E;8� 2 Q; hrni C hsni ; hrni � hsni ; � hrni 2 E:

证明 1)设 hrni 2 E . 由定义, 对 " D 1,

9N 2 N;8n ⩾ N H) jrn � rN j < 1

H) jrnj ⩽ jrn � rN j C jrN j < 1C jrN j :

令M D max .jr1j ; jr2j ; � � � ; jrN �1j ; 1C jrN j/则

0 < M 2 Q;8n 2 N; jrnj ⩽M:

2)设 � 2 Q; hrni ; hsni 2 E.于是由定义有

.80 < " 2 Q/

(
.9N1 2 N/ .8n;m 2 N; n;m ⩾ N1/ H) jrn � rmj < ";

.9N2 2 N/ .8n;m 2 N; n;m ⩾ N2/ H) jsn � smj < ":

令 N D max .N1; N2/,则

8n;m 2 N; n;m ⩾ N H) jrn � rmj < "且 jsn � smj < "

H) j.rn C sn/ � .rm C sm/j ⩽ jrn � rmj C jsn � smj < "C " D 2":

因此 hrni C hsni 2 E.
为了证明 hrni � hsni 2 E,由 1)所证知

90 < A;B 2 Q;8n 2 N; jrnj ⩽ A; jsnj ⩽ B:

于是

8n;m 2 N; n;m ⩾ N H) jrnsn � rmsmj

⩽ jrnj jsn � smj C jsmj jrn � rmj

< A"C B" D .AC B/":

因此 hrni � hsni 2 E .
最后证明 � hrni 2 E.
若 � D 0,则 � hrni D h0i 2 E.
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2.1 实数的定义

若 � ¤ 0,则

8n;m 2 N; n;m ⩾ N H) j�rn � �rmj D j�j jrn � rmj < j�j":

因此 � hrni 2 E .
现在我们介绍实数集的构造.
2. 实数集的构造
在 E 上定义关系R 如下：

8 hrni ; hsni 2 E; hrni R hsni

”.80 < " 2 Q/.9N 2 N/.8n 2 N; n ⩾ N/ H) jrn � snj < "

容易验证R 是 E 上的一个等价关系.

定义 2.3

|
E 关于R 的商集 E=R 称为实数集, 记为 R . R中的每一个元素 x称为实数.

现在设 x 2 R是任一实数. 由于 x是一个R 等价类, 所以我们有：

8 hrni ; hsni 2 x; x D ehrni D ehsni:

下面我们将要在 R上定义加法与乘法运算, 为此先证明下述命题.

命题 2.1

�

设 hrni ;
˝
r 0
n

˛
; hsni ;

˝
s0
n

˛
;2 E,如果 hrni R

˝
r 0
n

˛
, hsni R

˝
s0
n

˛
,那么

.hrni C hsni/R
�˝
r 0
n

˛
C
˝
s0
n

˛�
; .hrni � hsni/R

�˝
r 0
n

˛
�
˝
s0
n

˛�
:

证明 首先由
˝
r 0
n

˛
; hsni 2 E 及定理2.1知

90 < A;B 2 Q;8n 2 N;
ˇ̌
r 0
n

ˇ̌
⩽ A; jsnj ⩽ B:

另一方面, 由于 hrni R
˝
r 0
n

˛
; hsni R

˝
s0
n

˛
,故有

.80 < " 2 Q/

(
.9N1 2 N/ .8n 2 N; n ⩾ N1/ H)

ˇ̌
rn � r 0

n

ˇ̌
< ";

.9N2 2 N/ .8n 2 N; n ⩾ N2/ H)
ˇ̌
sn � s0

n

ˇ̌
< ":

令 N D max .N1; N2/,则我们有

8n 2 N; n ⩾ N H)
ˇ̌
.rn C sn/ �

�
r 0
n C s0

n

�ˇ̌
⩽
ˇ̌
rn � r 0

n

ˇ̌
C
ˇ̌
sn � s0

n

ˇ̌
< 2";

8n 2 N; n ⩾ N H)
ˇ̌
rnsn � r 0

ns
0
n

ˇ̌
⩽ jsnj

ˇ̌
rn � r 0

n

ˇ̌
C
ˇ̌
r 0
n

ˇ̌ ˇ̌
sn � s0

n

ˇ̌
< B"C A" D .AC B/":

因此

.hrni C hsni/R
�˝
r 0
n

˛
C
˝
s0
n

˛�
;

.hrni � hsni/R
�˝
r 0
n

˛
�
˝
s0
n

˛�
:

这个命题说明, 8x; y 2 R,若 hrni ;
˝
r 0
n

˛
2 x; hsni,

˝
s0
n

˛
2 y,则

Dhrni C hsni D Dhr 0
ni C hs0

ni; Chrni � hsni D Chr 0
ni � hs0

ni:

也就是说 Dhrni C hsni与 Chrni � hsni是两个只与 x; y 有关而与 x, y 的代表元的选择无关的实数. 因此在
R上按下面定义中的方式定义实数的加法与乘法就是合理的.
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�习题 2.1

定义 2.4

|

8x; y 2 R,令 x D ehxni; y D ehyni: x 与 y 的和 x C y 及积 x � y 分别定义为：

x C y D Ehxni C hyni; x � y D Dhxni � hyni:

关于实数的加法与乘法的运算性质, 我们在下一节中讨论.

K�习题 2.1k

1. 证明以下列各 rn为通项的有理数序列是 Cauchy序列：

1/rn D
1

n2
； 2/rn D

n

n3 C 1
； 3/rn D

an

nŠ
.a 2 Q/；

4/rn D

nX
kD1

1

k2
； 5/rn D

nX
kD1

.�1/k

k
； 6/rn D

nX
kD1

1

kk
:

2. 设 hrni是如下定义的有理数序列：

r1 D 0:1;

r2 D 0:101;

r3 D 0:101001;

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

rn D 0:1010010 : : : 01 0 : : : 01„  ƒ‚  …
n�1个 0

;

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

证明：hrni是一个 Cauchy序列.
3. 证明：对任意给定的 r0; r1 2 Q, 由递推公式

rnC1 D
1

2
.rn C rn�1/; n 2 N

所定义的 hrni是有理数域上的 Cauchy序列.
4. 设 hrni是任一有理数序列. 如果存在一个有理数 l , 它具有下述性质：

.80 < " 2 Q/.9N 2 N/.8n 2 N; n ⩾ N/ ) jrn � l j < ";

则称 hrni收敛于 l , 记作 lim
n!C1

rn D l .

1) 证明：任何收敛的有理数序列 hrni都是 Cauchy序列；
2) 设 hrni与 hsni是两个有理数序列, 并且

lim
n!C1

rn D lim
n!C1

sn D l;

证明序列 hrni与 hsniR 等价.
3) 证明：任何一个收敛的有理数序列 hrni是有界的.

5. 设 hrni是任一有理数 Cauchy序列. 证明下述三个结论中有且仅有一个成立：
1) lim

n!C1
rn D 0；

2) .90 < M 2 Q/.9N 2 N/.8n ⩾ N/ ) rn > M；

3) .90 < M 2 Q/.9N 2 N/.8n ⩾ N/ ) rn < �M .
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2.2 实数集 R的群性质

6. 设K 是所有有理数 Cauchy序列构成的集合 E 的一个非空子集合. 我们称K 是 E 的一个理想,
如果K 具有下述性质：

1) 8hrni; hsni 2 K , 都有 h�rni; hrni C hsni 2 K ；

2) 8hani 2 E;8hrni 2 K , 有 hani � hrni 2 K .
我们称K 是E的一个极大理想, 如果K 是E对的一个理想,并且E中不存在适合K � A ⊊ E

的理想 A .
1) 证明K D

�
hrni 2 E

ˇ̌̌̌
lim

n!C1
rn D 0

�
是 E 的一个理想；

2) 设 A 是 E 的一个理想, 使得K ⊊ A , 并设 hsni 2 A � K . 试证明：
a) 存在 hrni 2 E, 使得 hrni C hsni 2 A ,

8n 2 N; rn C sn ¤ 0;

�
1

rn C sn

�
2 E�

b) 常值序列 h1i 2 A；

c) 由此推出K 是一个极大理想.

2.2 实数集 R的群性质

1. R关于加法的群性质

定理 2.2

~

实数集 R关于加法运算是一个交换群, 即下述性质成立：
1. 8x; y 2 R; x C y D y C x；

2. 8x; y; z 2 R; .x C y/C z D x C .y C z/；

3. 存在零元素 0 , 使得 8x 2 R; x C 0 D x；

4. 8x 2 R,存在负元素, 记为 �x,使得 x C .�x/ D 0 .

证明 设 x D ehxni; y D ehyni; z D ehzni,由定义

x C y D Ehxni C hyni D Dhxn C yni D Ehyni C hxni D y C x;

.x C y/C z D Ehxni C hyni C ehzni D Ghxn C yn C zni D ehxni C Ehyni C hzni D x C .y C z/:

因此 1)、2)成立.
现证 3). 因为 0 2 Q,若令 0n D 0.8n 2 N/,则 h0ni 2 E,记 0 D eh0ni.那么

x C 0 D ehxni C eh0ni D Dhxn C 0ni D ehxni D x:

最后证 4). 记 �x D Ah�xni,则 �x 2 R并且.

x C .�x/ D ehxni C Ah�xni D Chxn � xni D eh0ni D 0:

2、R � f0g关于乘法的群性质

在介绍 R � f0g关于乘法的群性质之前, 我们先证明下述引理.

引理 2.1

~

8x 2 R � f0g,存在有理数 r > 0及 x 的一个代表 hrni使得

.8n 2 N; rn ⩾ r/ 或者 .8n 2 N; rn ⩽ �r/ .
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2.2 实数集 R的群性质

证明 设 hxni是 x的任一代表. 由于 x ¤ 0,故 hxni不等价于 h0ni . 因此

.90 < "0 2 Q/ .8n 2 N/ .9kn 2 N; kn ⩾ n/ H)
ˇ̌
xkn

ˇ̌
D
ˇ̌
xkn

� 0n

ˇ̌
⩾ "0:

另一方面, 由于 hxni 2 E,对于 "0 > 0,存在 N 2 N使得

8n;m 2 N; n;m ⩾ N H) jxn � xmj <
"0

2
:

下面分两种情形讨论：

1)xkN
⩾ "0：这时我们有

8n 2 N; n ⩾ kN ⩾ N H)
ˇ̌
xn � xkN

ˇ̌
<
"0

2
:

因为 xkN
� xn ⩽

ˇ̌
xn � xkN

ˇ̌
,所以

xn ⩾ xkN
�
ˇ̌
xn � xkN

ˇ̌
> "0 �

"0

2
D
"0

2
:

定义有理数序列 hrni如下：

rn D

8̂<̂
:
"0

2
; 8n < kN；

xn; 8n ⩾ kN ;

那么 hrni 2 E,并且 x D ehrni.显然我们有

8n 2 N; rn ⩾ "0

2
:

2)xkN
⩽ �"0：这时我们有

8n 2 N; n ⩾ kN > N H)
ˇ̌
xn � xkN

ˇ̌
<
"0

2
:

由于 xn � xkN
⩽
ˇ̌
xn � xkN

ˇ̌
,故

xn ⩽ xkN
C
ˇ̌
xn � xkN

ˇ̌
< �"0 C

"0

2
D �

"0

2
:

若我们定义有理数序列 hrni为：

rn D

8<: �
"0

2
; 8n < kN；

xn; 8n ⩾ kN ;

则 hrni 2 E,并且 x D ehrni . 对于此 hrni显然有

8n 2 N; rn ⩽ �
"0

2
:

现在我们可以来介绍 R � f0g的群性质, 即下述定理.

定理 2.3

~

R � f0g关于乘法运算是一个交换群, 即下述性质成立：
1. 8x; y 2 R � f0g; x � y 2 R � f0g; x � y D y � x；

2. 8x; y; z 2 R � f0g; .x � y/ � z D x � .y � z/；

3. 存在单位元 1 2 R � f0g,使得 8x 2 R � f0g; x � 1 D x；

4. 8x 2 R � f0g,存在逆元素, 记为 x�1,使得 x � x�1
D 1 .

证明 8x; y; z 2 R � f0g,令 x D ehxni; y D ehyni; z D ehzni. 根据上述引理, 不妨设存在正有理数 ˛; ˇ 使

得 jxnj ⩾ ˛; jynj ⩾ ˇ ( 8n 2 N ). 于是
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�习题 2.2

1)x � y D Dhxni � hyni D Bhxnyni D Dhyni � hxni D y � x,

jxnynj ⩾ ˛ˇ.8n 2 N/:

因此 hxnyni不与 h0ni等价, 从而 x � y 2 R � f0g.
2)

.x � y/ � z D Ehxnyni � hzni D Chxnynzni

D Ehxni � hynzni D x � .y � z/:

3) 因为 1 2 Q, 若令 1n D 1.8n 2 N/, 则 h1ni 2 E 并且 h1ni 不与 h0ni 等价. 令 1 D eh1ni, 则
1 2 R � f0g.并且

x � 1 D Dhxni � h1ni D Bhxn1ni D ehxni D x:

4)首先证明
˝
x�1

n

˛
2 E.因为 hxni 2 E,由定义

.80 < " 2 Q/.9N 2 N/.8n;m 2 N; n;m ⩾ N/ H) jxn � xmj < ":

因此

8n;m 2 N; n;m ⩾ N H)
ˇ̌
x�1

n � x�1
m

ˇ̌
D

jxn � xmj

jxnj jxmj
<

1

˛2
":

此即表明
˝
x�1

n

˛
2 E.我们记 x�1

D
A
hx�1

n i.下面证明 x�1
2 R �f0g.

事实上, 由定理2.1 ,hxni是有界的, 于是存在正有理数M 使得 jxnj ⩽M.8n 2 N/.由此得
ˇ̌
x�1

n

ˇ̌
⩾

1

M
.8n 2 N/,因此

˝
x�1

n

˛
不与 h0ni等价, 从而 x�1

2 R � f0g.现在

x � x�1
D

E
hxni � hx�1

n i D
C
hxnx

�1
n i D eh1ni D 1:

3. R的加法对乘法的分配性质

定理 2.4

~

8x; y; z 2 R,
.x C y/ � z D x � z C y � z

证明 设 x D ehxni; y D ehyni; z D ehzni,则

.x C y/ � z D Ghxn C yni � hzni D Fh.xn C yn/zni

D Hhxnzni C hynzni D x � z C y � z:

注

1. 根据上述三个定理, R对于加法形成交换群, R� f0g对于乘法形成交换群, 并且 R的加法对乘法

满足分配律, 因此我们称实数集 R对于加法与乘法运算构成一个交换域.
2. 为了书写简便起见, 从以下开始, 我们记 x � y 为 xy.

K�习题 2.2k
1. 证明：

8x 2 R; 0 � x D 0; x D �.�x/:

2. 证明：
8x; y 2 R; .�x/.�y/ D xy; .�x/y D x.�y/ D �xy:
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2.3 实数集 R的全序性

3. 证明：设 a; b 2 R且 a ¤ 0, 则方程 ax D b存在唯一解 x.
4. 证明：零元、负元和逆元都是唯一确定的.

2.3 实数集 R的全序性

2.3.1 R上的序关系

考虑下面两个集合

RC
D
˚
x 2 R j 9hrni 2 x使得 rn ⩾ 0; 8n 2 N

	
;

R�
D
˚
x 2 R j �x 2 RC

	
:

RC与 R�分别称为非负实数集与非正实数集. 除此以外, 我们还分别称

RC
� ≜ RC

� f0g与 R�
� ≜ R�

� f0g

为正实数集与负实数集.
关于这些集合之间的关系, 我们有下述定理.

定理 2.5

~

如果我们定义 R的任意两个子集合 A与 B 的和 AC B 与积 A � B 为

AC B D fx C y 2 R j x 2 A; y 2 Bg;

A � B D fxy 2 R j x 2 A; y 2 Bg:

那么我们有：

1. RC
C RC

D RC;R�
C R�

D R�；

2. RC
� RC

D R�
� R�

D RC;RC
� R�

D R�；

3. RC
\ R�

D f0g;RC
[ R�

D R D RC
� [ R�

� [ f0g .

证明 1)与 2)的论证我们留给读者作为练习. 我们来证明 3).
设 x 2 RC

\ R�. 于是 x 2 RC;�x 2 RC. 根据定义存在 hrni ; hsni 2 E 使得

x D ehrni;�x D ehsni且 rn ⩾ 0; sn ⩾ 0.8n 2 N/.

由于 x D �.�x/,故 x D Ah�sni,从而 hrni与 h�sni等价. 因此

.80 < " 2 Q/.9N 2 N/.8n 2 N; n ⩾ N/ H) jrn � .�sn/j < ":

由此推得

8n 2 N; n ⩾ N H) jrn � 0nj D jrnj ⩽ jrn C snj < ":

此即表明 hrni与 h0ni等价, 因此 x D 0.
为了证 RC

[ R�
D R,首先注意到 RC

[ R�
� R . 现设 x 2 R .

若 x D 0,则 x 2 RC
[ R�.

若 x ¤ 0,则由 2:2的引理2.1知, 存在 hrni 2 E 及正有理数 r 使得 x D ehrni; rn ⩾ r.8n 2 N/或者

rn ⩽ �r.8n 2 N/.
如果 rn ⩾ r.8n 2 N/,则 x 2 RC；

如果 rn ⩽ �r.8n 2 N/,则 �rn ⩾ r.8n 2 N/.由于 �x D Ah�rni,所以 �x 2 RC, 即 x 2 R�.
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2.3 实数集 R的全序性

因此 R�
D RC

[ R�. 从而 R D RC
� [ R�

� [ f0g .
现在我们在 R上定义关系 ⩽如下：

8x; y 2 R; x ⩽ y ” y � x
�
D y C .�x/ 2 RC:

并且规定：

x < y ” x ⩽ y 及 x ¤ y.

定理 2.6

~
实数集 R关于如上定义的关系 ⩽是一个全序集.

证明 1)自反性：8x 2 R,由于 x � x D x C .�x/ D 0 2 RC, 所以 x ⩽ x .
2)反对称性：设 x; y 2 R并且 x ⩽ y; y ⩽ x.那么 y � x 2 RC, x � y 2 RC, 从而 y � x 2 R�. 因

此 y � x 2 RC
\ R�. 由定理 2.5知 y � x D 0即 x D y.

3)传递性：设 x; y; z 2 R并且 x ⩽ y; y ⩽ z.那么 y � x 2 RC, z � y 2 RC. 于是由定理 2.5知

z � x D .z � y/C .y � x/ 2 RC
C RC

D RC:

因此 x ⩽ z.
4)证明 8x; y 2 R; x ⩽ y 或 y ⩽ x .
事实上, y � x 2 R D RC

[ R�. 所以 y � x 2 RC或 y � x 2 R�, 从而 x ⩽ y 或 y ⩽ x.
综合上述所证知, ⩽是 R上的一个序关系, 从而 .R;⩽/是全序集.

推论 2.1

~

8x; y 2 R,下述三个关系式
x < y; y < x; x D y

中有一个并且只有一个成立.

证明留给读者.
下面我们研究 Q在 R中的嵌入.

2.3.2 Q在 R中的嵌入

在 2.1, 我们从有理数出发构造了实数. 自然要问：实数集 R一定比有理数集 Q有更 “多”的元素
吗？下面我们就来研究这个问题. 为此我们定义映射 p W Q ! R如下：

8r 2 Q; p.r/ D fhri:
映射 p的性质可以综述为下述定理.

定理 2.7

~

映射 p是从 Q到 p.Q/上的保序同构映射, 即下述性质成立：
1. p W Q ! p.Q/是一一映射；

2. 8r; s 2 Q; p.r C s/ D p.r/C p.s/; p.rs/ D p.r/p.s/；

3. 8r; s 2 Q,若 r < s,则 p.r/ < p.s/ .

证明 1) 我们只需证明 p 是单射. 设 r; s 2 Q; r ¤ s. 那么 hri 与 hsi 不等价, 因此 fhri ¤ fhsi 从而
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2.3 实数集 R的全序性

p.r/ ¤ p.s/.
2)8r; s 2 Q,由定义我们有

p.r/C p.s/ D fhri C fhsi D Bhr C si D p.r C s/;

p.r/ � p.s/ D fhri � fhsi D ehrsi D p.rs/:

3) 设 r; s 2 Q 且 r < s, 那么 r ⩽ s; r ¤ s . 于是 s � r ⩾ 0, 从而 p.s � r/ D Bhs � ri 2 RC. 但
是 p.s � r/ D p.s C .�r//D p.s/ � p.r/, 因此 p.s/ � p.r/ 2 RC, 即 p.r/ ⩽ p.s/ . 由于 p 的单射性

p.r/ ¤ p.s/.因此 p.r/ < p.s/.
注我们记 eQ D p.Q/;8r 2 Q,记er D p.r/,并称er 为有理实数, eQ为有理实数集. 在本节习题 9中我们
将证明 eQc

D R �eQ ¤ ∅,因此 eQ是 R的一个真子集. R �eQ中的每一个元素称为无理实数.
定理2.7表明 Q与eQ上的加法、乘法及序关系保持不变, 又注表明eQ是 R的真子集, 据此我们称eQ

嵌入 R中或 R是 eQ的扩张.
正因为有理数集 Q与有理实数集 eQ之间保持这种运算关系及序关系, 故从下一章起, 如未特别指

明, 我们将不再区分有理数 r 与有理实数er ,而一律记er 为 r .
最后我们介绍有理实数集 eQ的两个重要性质, 即下述定理.

定理 2.8 (eQ在 R中的稠密性)

~
8x; y 2 R,若 x < y,则存在er 2 eQ使得 x <er < y.

证明 因为 x < y,所以 0 < y � x . 由 �2引理2.1知, 存在
˝
r 0
n

˛
,
˝
s0
n

˛
2 E 及正有理数 ˛使得

x D ehr 0
ni; y D ehs0

ni且 s0
n � r 0

n ⩾ ˛.8n 2 N/:

另一方面, 对 ˛ > 0,存在 N 2 N使得

8n 2 N; n ⩾ N H)
ˇ̌
r 0
n � r 0

N

ˇ̌
<
˛

4
;
ˇ̌
s0
n � s0

N

ˇ̌
<
˛

4

H) r 0
n < r

0
N C

˛

4
; s0

N �
˛

4
< s0

n

令 r D
r 0
N C s0

N

2
,则 r 2 Q,并且

8n 2 N; n ⩾ N H) r 0
n < r

0
N C

˛

4
< r < s0

N �
˛

4
< s0

n:

现在我们定义有理数序列 hrni及 hsni如下：

rn D

8̂<̂
: r 0

N C
˛

4
; 若 n < N;

r 0
n; 若 n ⩾ N；

sn D

8̂<̂
:s

0
N �

˛

4
; 若 n < N;

s0
n; 若 n ⩾ N:

则 hrni ; hsni 2 E 并且 rn < r < sn.8n 2 N/; x D ehrni; y D ehsni, x <er < y.
定理 2.9 (Archimedes性质)

~
8x; y 2 R,若 0 < x < y,则存在 N 2 N使得 y < eNx .

证明 因为 x > 0,故由引理2.1知, 存在 hrni 2 E 及正有理数
q

p
使得

x D ehrni;
1

p
⩽ q

p
⩽ rn:.8n 2 N/

令 y D ehsni,由于 hsni有界, 存在m 2 N使得 jsnj ⩽ m .8n 2 N/.记N D p.mC1/,则 eNx D AhNrni,
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�习题 2.3

并且

sn ⩽ m < mC 1 D p.mC 1/
1

p
⩽ Nrn.

因此 y < eNx .

K�习题 2.3k

1. 证明定理 2.5的 1)、2).
2. 证明：8x; y 2 R, 若 x 2 RC

� ; xy 2 RC, 则 y 2 RC.
3. 设 x; y 2 R, 证明：

1) x ⩽ y 的充要条件是 �y ⩽ �x；

2) 0 < x < y 的充要条件是 0 < y�1 < x�1.
4. 证明定理 2.6的推论2.1.
5. 证明在实数集 R上定义的序关系 ⩽与加法、乘法运算是相容的, 即：

1) 若 x ⩽ y; x0 ⩽ y0, 则 x C x0 ⩽ y C y0；

2) 设 x ⩽ y, 若 z ⩾ 0, 有 xz ⩽ yz；若 z ⩽ 0, 有 yz ⩽ xz；

3)
0 < xy ” 0 < x; 0 < y 或 x < 0; y < 0；

xy < 0 ” 0 < x; y < 0或 x < 0; 0 < y:

6. 设 x是一个无理实数, a; b; c; d 2 Q, 且 ad � bc ¤ 0. 证明：eax Cebecx Ced D .eax Ceb/.ecx Ced/�1

是无理实数.
7. 证明：8x 2 R, 存在唯一的整数,记为fŒx�使得fŒx� ⩽ x < BŒx�C 1: (fŒx�称为 x的整数部分),
8. 设 x 2 RC, 我们把满足 z2

D x 的非负实数 z 记作
p
x. 证明：若

p
x 与

p
y 都是无理实数, 则

p
x C

p
y 也是无理实数.

9. 证明：无理实数集 eQc 在 R中稠密, 即：

8x; y 2 R; x < y ) 9z 2 eQc ; 使得 x < z < y:

10. 本题介绍 Dedekind实数构造法：
1) 设 Q是有理数集, X � Q是任一子集. 若它满足下列三个条件：

i) X ¤ ∅, X ¤ Q；

ii) 若 r 2 X , s 2 Q且 s < r , 则 s 2 X；

iii) 若 r 2 X , 则存在 s 2 X , 使得 r < s.
则称 X 是一个 Dedekind实数.
现设 X 是任一 Dedekind实数.如果 Q n X 有最小者, 则称 X 是第一类 Dedekind实数；反
之则称 X 是第二类 Dedekind实数.
a) 证明集合 X D fr 2 Q j r < 1g是第一类 Dedekind实数；
b) 证明集合 Y D fr 2 Q j r < 0或 r2 < 2g是第二类 Dedekind实数；
c) 证明 X0是第一类 Dedekind实数的充分必要条件是存在有理数 r0, 使得

X0 D fr 2 Q j r < r0g:
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2.4 实数集 R的扩展

2) 我们用 R表示所有 Dedekind实数集合. 在 R上定义关系 ⩽如下：

8X; Y 2 R;X ⩽ Y , X � Y:

证明：⩽是 R上的一个序关系.

2.4 实数集 R的扩展

1. R的第一个扩展
将实数集 R添加两个新的元素 �1与 C1所得新的集合记为 R . R上的序关系 “⩽”加上下述约

定：

8x 2 R;�1 < x < C1;�1 ⩽ �1;C1 ⩽ C1

所得 R上的一个关系显然也是序关系. 因此, R关于这个序关系是一个全序集. 它是 R的第一个扩展.
R通常称为有终端的直线.
2. R的第二个扩展
我们来考虑乘积集合 R � R . 在 R � R上定义加法 “C ”、乘法 “�”与数乘运算：
8.a; b/; .c; d/ 2 R � R;8� 2 R,

i) .a; b/C .c; d/ ≜ .aC c; b C d/；

ii) .a; b/ � .c; d/ ≜ .ac � bd; ad C bc/；

iii) �.a; b/ ≜ .�a; �b/ .

定义 2.5

|
定义了上述三个运算的集合 R � R称为复数集, 记为 C. C的每一个元素 .a; b/称为复数.

关于复数集 C的性质, 我们有下述定理.

定理 2.10

~

1. 复数集 C关于加法与乘法运算是一个交换域, 即 C关于加法是交换群；C� f.0; 0/g关于乘

法是交换群；C的加法对乘法满足分配律.
2. 映射 � W R ! C.8x 2 R; �.x/ D .x; 0/ 2 C/是从 R到 �.R/上的同构映射, 即
i) � W R ! �.R/是一一映射；

ii) �.x C y/ D �.x/C �.y/;8x; y 2 R；

iii) �.xy/ D �.x/ � �.y/;8x; y 2 R.

定理的证明留给读者作为练习.
利用映射 � ,我们可以规定：

8x 2 R; .x; 0/ ≜ x:

如果我们引入记号

.0; 1/ ≜ i;

则由复数的乘法定义, 我们得到

i2 ≜ i � i D .0; 1/ � .0; 1/ D .�1; 0/ D �1
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�习题 2.4

现设 z D .a; b/ 2 C是任一复数, 由

.a; b/ D .a; 0/C .0; b/ D .a; 0/C b.0; 1/

得到

z D aC ib

这就是复数的通常表示法.

定义 2.6

|

对任意一个复数 z D aC ib 2 C,
1. i称为虚数单位.
2. a称为复数 z 的实部, b称为复数 z的虚部系数, 并记为 a D Re z; b D Im z .
3. a � ib称为复数 z D aC ib的共轭复数, 记为 Nz.
4. 非负实数

p
a2 C b2称为复数 z D aC ib的模, 记为 jzj .

5. 复数 z D aC ib.z ¤ .0; 0//的辐角就是满足

cos � D
a

p
a2 C b2

; sin � D
b

p
a2 C b2

的实数 � 的模 2� 类. 通常用 arg z 表示这个模 2� 类中的任一元素.

容易验证下述定理.

定理 2.11

~

模 jzj与辐角 arg z具有下述性质：
1. 8z 2 C; jzj ⩾ 0,且 jzj D 0 ” z D .0; 0/；

2. 8z1; z2 2 C
jz1 � z2j D jz2 � z1j

jz1 C z2j ⩽ jz1j C jz2j ;

jz1z2j D jz1j jz2j

3. 8z1; z2 2 C � f.0; 0/g,
arg .z1z2/ D arg z1 C arg z2.mod2�/

K�习题 2.4k

1. 证明：在实数集 R上定义的序关系 ⩽, 如果加上如下约定：

8x 2 R; �1 < x < C1; �1 ⩽ �1; C1 ⩽ C1;

所得关系是 R上的一个序关系.
2. 证明定理 2.10.
3. 证明定理 2.11.
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2.5 实数集 R的特殊点、集

2.5 实数集 R的特殊点、集

这一节我们初步介绍一些反映实数集 R拓扑结构的特殊点、集. 这不仅有助于我们加深对 R的进

一步认识, 而且这些点、集在以后的一元实值函数的分析性质的研究中将发挥重要作用.
1. R的度量

我们首先介绍实数的绝对值概念.

定义 2.7

|

8x 2 R; x 的绝对值 jxj定义为

jxj D

8<:x; 若 x ⩾ 0;

�x; 若 x < 0:

绝对值有下面两个最基本的性质.
性质 2.1 8x; y 2 R,

1. jxj ⩾ 0; jxj D 0 ” x D 0；

2. jxj D j � xj;�jxj ⩽ x ⩽ jxj；

3. jxyj D jxjjyj；

4. 8" > 0; jxj ⩽ " ” �" ⩽ x ⩽ "；

5. jx ˙ yj ⩽ jxj C jyj; jjxj � jyjj ⩽ jx � yj .
证明

1. 直接由绝对值定义推出.
2. jxj D j � xj也可由绝对值定义推得. 现在证明 jxj ⩾ x.为此只需证明 jxj � x 2 RC.
若 x ⩾ 0,则 jxj � x D x � x D 0 2 RC；

若 x < 0,则 jxj � x D .�x/C .�x/ 2 RC
C RC

D RC. 因此 jxj ⩾ x . 类似可证 x ⩾ �jxj .
3. 若 xy ⩾ 0,则 x ⩾ 0; y ⩾ 0或 x ⩽ 0; y ⩽ 0 . 因此

jxyj D

(
xy D jxj � jyj; 若 x ⩾ 0; y ⩾ 0；

xy D .�x/ � .�y/ D jxjjyj; 若 x ⩽ 0; y ⩽ 0:

若 xy ⩽ 0,则 x ⩾ 0; y ⩽ 0或 x ⩽ 0; y ⩾ 0,因此

jxyj D

(
�.xy/ D x � .�y/ D jxjjyj; 若 x ⩾ 0; y ⩽ 0；

�.xy/ D .�x/ � y D jxjjyj; 若 x ⩽ 0; y ⩾ 0:

因此 jxyj D jxjjyj .
4. 设 " > 0,且 jxj ⩽ ".
若 x ⩾ 0,则 jxj D x,从而 0 ⩽ x ⩽ " . 因此 �" ⩽ x ⩽ " .
若 x < 0,则 jxj D �x . 于是 �x ⩽ " . 由此得到 �" ⩽ x < 0 . 因此 �" ⩽ x ⩽ ".
反之设 �" ⩽ x ⩽ " .
若 x ⩾ 0,则 0 ⩽ x ⩽ " . 从而 jxj ⩽ ".
若 x < 0,则 �" ⩽ x < 0,从而 0 < �x ⩽ ".因此 jxj ⩽ ".

5. 由 2)我们有
�jxj ⩽ x ⩽ jxj;�jyj ⩽ y ⩽ jyj:
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2.5 实数集 R的特殊点、集

因此

�.jxj C jyj/ D �jxj C .�jyj/ ⩽ x C y ⩽ jxj C jyj.

由 4)得到
jx C yj ⩽ jxj C jyj.

对第二个不等式, 我们有

jx � yj D jx C .�y/j ⩽ jxj C j � yj D jxj C jyj:

最后关于不等式 jjxj � jyjj ⩽ jx � yj,由于

jxj D jx � y C yj ⩽ jx � yj C jyj

jyj D jy � x C xj ⩽ jy � xj C jxj D jx � yj C jxj

故

�jx � yj ⩽ jxj � jyj ⩽ jx � yj:

由 4)得到
jjxj � jyjj ⩽ jx � yj

性质 2.2 8x; y; z 2 R,
1. jx � yj ⩾ 0; jx � yj D 0 ” x D y ；

2. jx � yj D jy � xj

3. jx � yj ⩽ jx � zj C jz � yj；

证明 可由性质2.1推出.
正因为绝对值 jx � yj具有性质 2.2, 故引入下述定义.

定义 2.8

|

8x; y 2 R,实数值 jx � yj称为 x 与 y 之间的度量, 实数集 R连同这个度量一起称为实数度量空

间, 简称为实数空间.

显然, R上的这个绝对值度量不是别的, 正是我们通常所说的实数轴上任意两点之间的 Euclidean
距离.
一元函数的分析就是以这个实数度量空间为基本空间的.
2. R的一些重要集合

设 a; b 2 R; a ⩽ b,我们定义下面四个集合：

闭区间 Œa; b� ≜ fx 2 R j a ⩽ x ⩽ bg,
开区间 .a; b/ ≜ fx 2 R j a < x < bg,
左闭右开区间 Œa; b/ ≜ fx 2 R j a ⩽ x < bg,
左开右闭区间 .a; b� ≜ fx 2 R j a < x ⩽ bg.

(2.2)

注意, 若 a D b,则 Œa; b� D fag; .a; b/ D Œa; b/ D .a; b� D ∅.
此外, 我们还定义下面几个集合：

.�1; a� ≜ fx 2 R j x ⩽ ag; .�1; a/ ≜ fx 2 R j x < ag,
Œa;C1/ ≜ fx 2 R j x ⩾ ag; .a;C1/ ≜ fx 2 R j x > ag,
R ≜ .�1;C1/;R ≜ Œ�1;C1�.

(2.3)
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2.5 实数集 R的特殊点、集

(2.2)中的各区间称为 R的有限区间. (2.3)中的各集合称为无限区间. 有限区间与无限区间统称为区
间.

3. 邻域

定义 2.9

|

设 a 2 R .
1. 包含 a的任一开区间 .˛; ˇ/称为 a的一个邻域. 我们用N .a/表示由 a的所有邻域组成的

邻域系.
特别地, 8ı > 0,

B.a; ı/ ≜ fx 2 Rjjx � aj < ıg D .a � ı; aC ı/

称为以 a为中心 ı为半径的 ı邻域.
2. 8ı > 0,

ı

B .a; ı/ ≜ fx 2 Rj0 < jx � aj < ıg

称为以 a为中心 ı为半径的去心 ı邻域.

BC.a; ı/ ≜ fx 2 R j a ⩽ x < aC ıg

B�.a; ı/ ≜ fx 2 R j a � ı < x ⩽ ag

分别称为 a的右侧与左侧 ı邻域.
ı

BC .a; ı/ ≜ fx 2 R j a < x < aC ıg;

ı

B� .a; ı/ ≜ fx 2 R j a � ı < x < ag

分别称为 a的右侧与左侧去心 ı邻域.
3. 开区间 .a;C1/与 .�1; a/分别称为C1与 �1邻域.

性质 2.3 (Hausdorff分离性) 8x; y 2 R,且 x ¤ y; 9ı > 0使得

B.x; ı/ \ B.y; ı/ D ∅

证明 取 ı D
jx � yj

3
.

4. 聚点、孤立点、内点

定义 2.10

|

设 X � R是任一集合. a 2 R.
1. 我们称 a是 X 的 (有限)聚点, 如果

8ı > 0;X\
ı

B .a; ı/ ¤ ∅；

2. 我们称 a是 X 的右侧聚点, 如果

8ı > 0;X\
ı

BC .a; ı/ ¤ ∅；

3. 我们称 a是 X 的左侧聚点, 如果

8ı > 0;X\
ı

B� .a; ı/ ¤ ∅；

4. 我们称 a是 X 的双侧聚点, 如果 a是 X 的右侧聚点又是 X 的左侧聚点.

注由上述定义可知：若 a是 X 的聚点, 则它至少是一个单侧聚点；X 的聚点可以属于 X ,也可以不属
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�习题 2.5

于 X .

例题 2.6 考虑集合 X D

�
1;
1

2
;
1

3
; � � � ;

1

n
; � � �

�
; 0是 X 的唯一聚点. 0 … X .

例题 2.7考虑区间 .a; b�:8x 2 .a; b�; x都是 .a; b�的聚点, 但 a是右侧聚点, b是左侧聚点, 而其它的点
是 .a; b�的双侧聚点.

定义 2.11

|

设 X � R是任一集合, a 2 X .
1. 我们称 a是 X 的孤立点, 如果

9ı > 0;X \ B.a; ı/ D fag:

2. 我们称 a是 X 的内点, 如果
9ı > 0;B.a; ı/ � X:

由 X 的所有内点组成的集合称为 X 的内部, 记为
ı

X .

例题 2.8例2.6中的集合X 的每一个元素
1

n
.n 2 N/都是孤立点. X 的内部

ı

XD ∅；例 2.5中的集合 .a; b�

没有孤立点, .a; b�的内部为 .a; b/.
例题 2.9考虑开区间 .a; b/.显然 .a; b/没有孤立点, 并且 .a, b/的内部为 .a; b/.

定义 2.12

|

设 X � R是任一集合. 我们称C1.�1/是 X 的正 (负)无穷远聚点, 如果

8M > 0;X \ .M;C1/ ¤ ∅ .X \ .�1;�M/ ¤ ∅/ :

例题 2.10考虑集合 X D Z,显然 Z有˙1无穷远聚点. Z没有有限聚点.
例题 2.11考虑集合

X D

�
1

n
C
�
.�1/n C 1

�
n

ˇ̌̌̌
n 2 N

�
;

Y D

�
1

n
C
�
.�1/n � 1

�
n

ˇ̌̌̌
n 2 N

�
:

X 有C1无穷远聚点, Y 有 �1无穷远聚点, X 与 Y 有有限聚点 0 .
5. 开集、闭集

定义 2.13

|

设 X � R是任一集合.
1. 我们称 X 是开集, 如果

.8x 2 X/.9ı > 0/ H) B.x; ı/ � X:

2. 我们称 X 是闭集, 如果 R �X 是开集.

显然空集 ∅与 R既是开集又是闭集. 任何一个开区间 .a; b/是开集, 而闭区间 Œa; b�是闭集, 任何
一个集合 X 的内部

ı

X 是开集.

K�习题 2.5k
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�习题 2.5

1. 证明下列各关系式：
1)

jx C yj D jxj C jyj当且仅当 xy ⩾ 0;

jx C yj < jxj C jyj当且仅当 xy < 0:

2)
jx C yj

1C jx C yj
⩽ jxj

1C jxj
C

jyj

1C jyj
:

2. 证明绝对值的性质 2.
3. 指出下列集合 X 的 (有限或无穷远)聚点：

1) X D

�
1C .�1/n

n

ˇ̌̌̌
n 2 N

�
；

2) X D

n
n.�1/n

ˇ̌̌
n 2 N

o
；

3) X D

�
.�1/n

�
1C

1

n

� ˇ̌̌̌
n 2 N

�
；

4) X D

�
1

n
C
1

m

ˇ̌̌̌
n;m 2 N

�
.

4. 有理数集 Q及无理数集 Qc 的聚点是哪些？Q与 Qc 有孤立点与内点吗？

5. 设X � R是任一非空集合. 证明 a 2 R是X的聚点的充分必要条件是：a的每一个邻域U 2 N .a/

都包含 X 的无限多个元素.
6. 回答下列问题：

1)
C1

\
nD1

�
0;
1

n

�
是非空开集吗？

2)
C1

\
nD1

�
�
1

n
;
1

n

�
是非空开集吗？是闭集吗？

3)
C1

\
nD1

�
�1; 1C

1

n

�
是既非开又非闭集吗？

4)
C1

\
nD1

�
�1C

1

n
; 1 �

1

n

�
是闭集吗？

7. 证明对任意 a; b 2 R且 a < b, 区间 Œa; b/在 R中既不是开集也不是闭集.
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第三章 实数的连续性

这一章我们首先介绍实数序列的极限概念, 然后研究了序列极限的基本性质, 最后证明了实数的
连续性.

3.1 实数序列的极限

首先我们介绍实数序列的极限定义.
1. 实数序列的极限定义

定义 3.1

|

从 N到 R的任一映射 x W N ! R称为一个实数序列, 简记为 hxni. xn.n 2 N/称为此实数序列的

第 n项或通项.

例题 3.1设
1. xn D

an

nŠ
.n 2 N/；

2. xn D f .n/.n 2 N/,这里 f W RC
! R是任一函数；

3. xnC1 D
p
2C xn .n 2 N/; x1 D 0,

则这些 hxni都是实数序列, 第 3个实数序列称为递推序列.
对于一个实数序列 hxni,我们关心的是通项 xn随 n增大时的变化趋势. 为此引入下述定义.

定义 3.2

|

设 hxni是任一实数序列, 我们称 hxni收敛, 如果存在 a 2 R,它具有下述性质：

.8" > 0/.9N 2 N/.8n 2 N; n ⩾ N/ H) jxn � aj < ":

这时也称实数序列 hxni收敛于 a或以 a为极限, 并记为

lim
n!C1

xn D a,或 xn ! a.n ! C1/:

用邻域的语言来描述序列的极限就是

lim
n!C1

xn D a ” .8" > 0/.9N 2 N/.8n 2 N; n ⩾ N/

H) xn 2 B.a; "/:

序列极限的这种数学描述通常称为 “" �N ”极限语言.

由上述序列极限的定义可知, 实数序列 hxni收敛于 a的实质是：通项 xn 与实数 a的差的绝对值

jxn � aj随 n增大的变化趋势最终要任意小而不管 xn接近 a的方式如何.
例题 3.2考虑下列三个实数序列 hxni ; hyni ; hzni：

xn D
1

n
; yn D .�1/n

1

n
; zn D

2C .�1/n

n
.8n 2 N/:

由于

jxn � 0j D
1

n
; jyn � 0j D

1

n
; jzn � 0j ⩽ 3

n
;



3.1 实数序列的极限

故 8" > 0,若取 N D

�
3

"

�
C 1,则

8n 2 N; n ⩾ N H) jxn � 0j < "; jyn � 0j < "; jzn � 0j < ":

根据上述定义, 此即表明
lim

n!C1
xn D 0; lim

n!C1
yn D 0; lim

n!C1
zn D 0

但是 xn; yn; zn接近极限 0的方式各不相同 (参见图3.1)：

对于序列 hxni：通项 xn D
1

n
又从 0的右侧趋于 0 .

对于序列 hyni：通项 yn D .�1/n
1

n
从 0的左右侧趋于 0 .

对于序列 hzni：通项 zn D
2C .�1/n

n
以时而接近 0又时而离开 0的方式趋于 0 .

图 3.1

定义 3.3

|
我们称实数序列 hxni发散, 如果 hxni不收敛.

由序列收敛的定义可知：

hxni发散 ” 8a 2 R; lim
n!C1

xn ¤ a ” .8a 2 R/ .9"a > 0/ .8n 2 N/

.9kn 2 N; kn ⩾ n/ H)
ˇ̌
xkn

� a
ˇ̌
⩾ "a:

例题 3.3证明：实数序列 h1C .�1/ni发散.
事实上, 8a 2 R,由

2 D j2 � aC aj ⩽ j2 � aj C jaj

D
ˇ̌
1C .�1/2n

� a
ˇ̌
C
ˇ̌
1C .�1/2n�1

� a
ˇ̌

推知
ˇ̌
1C .�1/2n

� a
ˇ̌
⩾ 1或

ˇ̌
1C .�1/2n�1

� a
ˇ̌
⩾ 1,因此

.8a 2 R/ .9"a D 1 > 0/ .8n 2 N/.92n 2 N或 2n � 1 2 N; 2n; 2n � 1 ⩾ n/

H)
ˇ̌
1C .�1/2n

� a
ˇ̌
⩾ 1或

ˇ̌
1C .�1/2n�1

� a
ˇ̌
⩾ 1;

此即表明 h1C .�1/ni发散.
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3.1 实数序列的极限

直接从序列极限的定义可推出下述等价命题成立：

lim
n!C1

xn D a H) .8" > 0/.9N 2 N/.8n 2 N; n ⩾ N/

” jxn � aj ⩽M":

这里M 是与 n无关的正数. 熟悉这一点, 将给我们今后证明序列的极限带来方便.
现在我们介绍几个常用的方法.
2. 用 "-N 极限语言证明序列极限的方法
直接用 "-N 极限语言证明 lim

n!C1
xn D a没有万能的方法, 总的原则是将差式 jxn � aj适当地放大

成 jxn � aj ⩽ An的形式, 使得表达式 An的形式尽可能的简洁, 并由 An < "可方便地求出极限定义中

所指的自然数 N .
下面就是几个一般的证明方法.

1. 直接变形求 An.
例题 3.4证明： lim

n!C1

3p
n.

3p
n �

3p
n � 1/ D 0 .

8n 2 N,由于
j

3
p
n.

3p
n �

3p
n � 1/ � 0j

D
3
p
n.

3p
n �

3p
n � 1/

D

3p
n.

3p
n �

3p
n � 1/

�
3p
n2 C

3
p
n.n � 1/C

3
p
.n � 1/2

�
3p
n2 C

3
p
n.n � 1/C

3
p
.n � 1/2

D

3p
n

3p
n2 C

3
p
n.n � 1/C

3
p
.n � 1/2

<
1

3
p
n
:

故 8" > 0,由
1
3p
n
< "得到 n >

1

"3
. 令 N D

�
1

"3

�
C 1,则

8n 2 N; n ⩾ N H) j
3p
n.

3p
n �

3p
n � 1/ � 0j <

1
3p
n
< ":

因此 lim
n!C1

3p
n.

3p
n �

3p
n � 1/ D 0 .

例题 3.5证明： lim
n!C1

�
1

1 � 2
C

1

2 � 3
C � � � C

1

n.nC 1/

�
D 1 . 8n 2 N,由于

1

1 � 2
C

1

2 � 3
C � � � C

1

n.nC 1/
D

�
1 �

1

2

�
C

�
1

2
�
1

3

�
C � � � C

�
1

n
�

1

nC 1

�
D1 �

1

nC 1

故 ˇ̌̌̌
1

1 � 2
C

1

2 � 3
C � � � C

1

n.nC 1/
� 1

ˇ̌̌̌
D

1

nC 1
<
1

n
:

8" > 0,由
1

n
< "得到 n >

1

"
. 令 N D

�
1

"

�
C 1,则

8n 2 N; n ⩾ N H)

ˇ̌̌̌
1

1 � 2
C

1

2 � 3
C � � � C

1

n.nC 1/
� 1

ˇ̌̌̌
< ":
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3.1 实数序列的极限

因此 lim
n!C1

�
1

1 � 2
C

1

2 � 3
C � � � C

1

n.nC 1/

�
D 1 .

2. 利用不等式求 An .
例题 3.6证明： lim

n!C1

1 � 3 � � � � � .2n � 1/

2 � 4 � � � � � 2n
D 0 .

由不等式
aC b

2
⩾

p
ab.a ⩾ 0; b ⩾ 0/得到

2 D
1C 3

2
⩾

p
1 � 3; 4 D

3C 5

2
⩾

p
3 � 5; � � �

2n D
.2n � 1/C .2nC 1/

2
⩾
p
.2n � 1/.2nC 1/

将这些不等式相乘得

2 � 4 � : : : � 2n ⩾
p
1 � 3 �

p
3 � 5 � : : : �

p
.2n � 1/.2nC 1/

D 1 � 3 � : : : � .2n � 1/
p
2nC 1:

由此得到
1 � 3 � : : : � .2n � 1/

2 � 4 � : : : � 2n
<

1
p
2nC 1

<
1

p
n
:

8" > 0,由
1

p
n
< "得到 n >

1

"2
. 令 N D

�
1

"2

�
C 1,则

8n 2 N; n ⩾ N H)

ˇ̌̌̌
1 � 3 � : : : � .2n � 1/

2 � 4 � : : : � 2n
� 0

ˇ̌̌̌
<

1
p
n
< ":

因此 lim
n!C1

1 � 3 � : : : � .2n � 1/

2 � 4 � : : : � 2n
D 0 .

例题 3.7 lim
n!C1

1
np
nŠ

D 0 .

由于 8n 2 N,
.nŠ/2 D nŠ � nŠ

D 1 � n � 2 � .n � 1/ � : : : � k.n � k C 1/ � : : : � n � 1;

并且 8k; n 2 N; k ⩽ n有 k.n � k C 1/ ⩾ n,故

.nŠ/2 ⩾ n � n � : : : � n � : : : � n D nn:

由此推得
np
nŠ ⩾

p
n或

1
np
nŠ

⩽ 1
p
n

8" > 0,由
1

p
n
< "得到 n >

1

"2
. 令 N D

�
1

"2

�
C 1,则

8n 2 N; n ⩾ N H)

ˇ̌̌̌
1

np
nŠ

� 0

ˇ̌̌̌
⩽ 1

p
n
< ":

因此 lim
n!C1

1
np
nŠ

D 0 .

3. 利用二项式展开求 An .
例题 3.8 证明：8q 2 R; jqj < 1; lim

n!C1
qn

D 0.

若 q D 0,则结论显然成立.
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3.1 实数序列的极限

若 q ¤ 0,则由于 jqj < 1有
1

jqj
> 1 . 令 a D

1

jqj
� 1,则 a > 0并且

jqj D
1

1C a
; jqj

n
D

1

.1C a/n

由二项式展开公式得到

.1C a/n D 1C naC
n.n � 1/

2
a2

C � � � C an > na;

所以

jqn
� 0j D jqj

n
D

1

.1C a/n
<

1

na
:

8" > 0,由
1

na
< "得到 n >

1

a"
. 令 N D

�
1

a"

�
C 1,则

8n 2 N; n ⩾ N H) jqn
� 0j <

1

na
< ":

因此 lim
n!C1

qn
D 0 .

例题 3.9证明：8q 2 R; jqj < 1; lim
n!C1

nqn
D 0 .

若 q D 0,则结论显然成立.
若 q ¤ 0,则像上一题一样, 令 a D

1

jqj
� 1 > 0 . 则

njqj
n

D
n

.1C a/n
.n 2 N/

由于

.1C a/n D 1C naC
n.n � 1/

2
a2

C � � � C an >
n.n � 1/

2
a2

故

jnqn
� 0j D njqj

n <
n

n.n�1/
2

a2
D

2

.n � 1/a2
.n ⩾ 2/:

8" > 0,由
2

.n � 1/a2
< "得到 n > 1C

2

a2"
. 令 N D 1C

�
1C

2

a2"

�
,则

8n 2 N; n ⩾ N H) jnqn
� 0j <

2

.n � 1/a2
< "

因此 lim
n!C1

nqn
D 0 .

4. 分析法求 An

例题 3.10证明： lim
n!C1

an

nŠ
D 0.a ¤ 0/ .

首先 8n;m 2 N且 m ⩽ n,我们有ˇ̌̌̌
an

nŠ
� 0

ˇ̌̌̌
D

jajn

nŠ
D

�
jaj

1
�

jaj

2
� � � � � �

jaj

m � 1

�
�

�
jaj

m
� � � � �

jaj

n � 1

�
�

jaj

n
�

若取 m ⩾ jaj,则 ˇ̌̌̌
an

nŠ
� 0

ˇ̌̌̌
<

jajm�1

.m � 1/Š
� 1 � � � � � 1 �

jaj

n
D
M

n
:

这里M D
jajm

.m � 1/Š
> 0:8" > 0,由

M

n
< "得到 n >

M

"
,令 N D max

�
m;

�
M

"

�
C 1

�
,则

8n 2 N; n ⩾ N H)

ˇ̌̌̌
an

nŠ
� 0

ˇ̌̌̌
<
M

n
< ":
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�习题 3.1

因此 lim
n!C1

an

nŠ
D 0 .

例题 3.11证明：若 lim
n!C1

xn D a,则 lim
n!C1

x1 C x2 C � � � C xn

n
D a .

由于 lim
n!C1

xn D a,故由定义

.8" > 0/ .9N1 2 N/ .8n 2 N; n ⩾ N1/ H) jxn � aj <
"

2
:

因此 8n ⩾ N1,ˇ̌̌̌
x1 C x2 C � � � C xn

n
� a

ˇ̌̌̌
D

ˇ̌̌̌
x1 C x2 C � � � C xn � na

n

ˇ̌̌̌
⩽
ˇ̌̌̌
ˇ.x1 � a/C � � � C

�
xN1

� a
�

n

ˇ̌̌̌
ˇC

ˇ̌̌̌
ˇ
�
xN1C1 � a

�
C � � � C .xn � a/

n

ˇ̌̌̌
ˇ

<

ˇ̌
.x1 � a/C � � � C

�
xN1

� a
�ˇ̌

n
C
n �N1

n
�
"

2

<
M

n
C
"

2
�

这里M D
ˇ̌
.x1 � a/C � � � C

�
xN1

� a
�ˇ̌

⩾ 0 . 由
M

n
<
"

2
得到n>

2M

"
. 令N D max

�
N1;

�
2M

"

�
C 1

�
,

则

8n 2 N; n ⩾ N H)

ˇ̌̌̌
x1 C x2 C � � � C xn

n
� a

ˇ̌̌̌
<
M

n
C
"

2
<
"

2
C
"

2
D ";

因此 lim
n!C1

x1 C x2 C � � � C xn

n
D a .

K�习题 3.1k

1. 证明下列结论等价：
1) lim

n!C1
xn D a；

2) .8" > 0/.9N 2 N/.8n 2 N; n ⩾ N/ ) jxn � aj < M", .M 为常数)；
3) .8k 2 N/.9N 2 N/.8n 2 N; n ⩾ N/ ) jxn � aj <

1

k
.

2. 证明：实数序列 h.�1/ni发散.

3. 证明：对任意 a 2 R, 有 lim
n!C1

Œna�

n
D a:

4. 证明：若 lim
n!C1

xn D a, 则 lim
n!C1

jxnj D jaj. 举例说明逆命题不成立.

5. 证明： lim
n!C1

xn D a当且仅当 lim
n!C1

x2n D lim
n!C1

x2nC1 D a:

6. 用 "-N 定义语言证明下列极限：
1) lim

n!C1

nŠ

nn
D 0；

2) lim
n!C1

np
a D 1.a > 0)；

3) lim
n!C1

nk

an
D 0.a > 1; k 2 N)；

4) lim
n!C1

n
p
nk D 1.k 2 N/；

5) lim
n!C1

. k
p
n/

1
n D 1.k 2 N/；

6) lim
n!C1

�
1

n2
C

1

.nC 1/2
C � � � C

1

.2n/2

�
D 0；
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3.2 收敛序列的性质

7) lim
n!C1

�
1

n2
C

2

n2
C � � � C

n

n2

�
D
1

2
；

8) lim
n!C1

�
1

2
C
2

22
C � � � C

n

2n

�
D 2；

9) lim
n!C1

3

2
�
5

4
� � � �

22n

C 1

22n D 2；

10) lim
n!C1

�
1

2
C
3

22
C � � � C

2n � 1

2n

�
D 3.

7. 设 hxni是任一实数序列, 使得 lim
n!C1

.xnC1 � xn/ D 0;证明：

lim
n!C1

xn

n
D 0:

8. 设 a0; a1; : : : ; ak 2 R, 且满足 a0 C a1 C � � � C ak D 0;证明：

lim
n!C1

�
a0

p
nC a1

p
nC 1C � � � C ak

p
nC k

�
D 0:

9. 设 hxni是任一实数序列, 且 lim
n!C1

xn D a.

1) 证明： lim
n!C1

x1 C 2x2 C � � � C nxn

n2
D
a

2
:

2) 利用 1)之结论计算下列各极限值 (0 < a < 1)：

lim
n!C1

1

n2

�
aC 22a2

C � � � C n2an
�
;

lim
n!C1

1

n2

�
1C

p
23 C

3p
34 C � � � C

np
nnC1

�
:

10. 分别利用极限定义和反证法证明：序列 hsinni发散.
11. 设 hani是一个实数序列, 令

bn D an�1 C 2an; .n 2 N; n ⩾ 2/;

证明：若 hbni收敛, 则 hani也收敛, 并且 lim
n!C1

bn D 3 lim
n!C1

an:

12. 设实数序列 hani满足条件： lim
n!C1

.an � an�2/ D 0;证明：

lim
n!C1

1

n
.an � an�1/ D 0:

13. 设 X � R是任一非空集合. 证明：X 是闭集的充分必要条件是

8xn 2 X.n 2 N/且 xn ! x.n ! C1/, 则 x 2 X:

3.2 收敛序列的性质

1. 收敛序列的一般性质
性质 3.1 如果实数序列 hxni收敛, 则此序列的极限是唯一的.
证明 设 lim

n!C1
xn D a; lim

n!C1
xn D b并且 a ¤ b . 于是由 R的 Hausdorff分离性, 存在 ı > 0使得

B.a; ı/ \ B.b; ı/ D ∅:

另一方面, 对 ı > 0,存在 N1; N2 2 N,使得

8n 2 N; n ⩾ N1 H) xn 2 B.a; ı/;

8n 2 N; n ⩾ N2 H) xn 2 B.b; ı/:
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3.2 收敛序列的性质

令 N D max .N1; N2/,则
8n 2 N; n ⩾ N H) xn 2 B.a; ı/ \ B.b; ı/:

这与 B.a; ı/ \ B.b; ı/ D ∅相矛盾. 因此 a D b.
性质 3.2 如果 lim

n!C1
xn D a,则任意改变 hxni的有限多项后所得新的实数序列 hyni也有 lim

n!C1
yn D a.

证明留给读者.
性质 3.3 如果实数序列 hxni收敛, 则 hxni是有界的. 即

.9M > 0/.8n 2 N/ H) jxnj ⩽M:

证明 设 lim
n!C1

xn D a . 于是对 " D 1,存在 N 2 N,使得

8n 2 N; n ⩾ N H) jxn � aj < 1

H) jxnj ⩽ jxn � aj C jaj < 1C jaj:

令M D max .jx1j ; jx2j ; � � � ; jxN �1j ; 1C jaj/,则

8n 2 N; jxnj ⩽M:

性质 3.4 如果 lim
n!C1

xn D a,则对任一映射 k W N ! N; k.n/ < k.n C 1/;8n 2 N,也有 lim
n!C1

xk.n/ D

a. (序列
˝
xk.n/

˛
称为 hxni的子序列,

˝
xk.n/

˛
也常记为

˝
xkn

˛
)

证明 因为 lim
n!C1

xn D a,所以由定义,

.8" > 0/.9N 2 N/.8n 2 N; n ⩾ N/ H) jxn � aj < ":

现设 k W N ! N是任一映射, 满足 k.n/ < k.nC 1/;8n 2 N(这种映射称为严格单调上升映射). 那
么由归纳法可证：

8n 2 N; k.n/ ⩾ n:由此推得 8n 2 N; n ⩾ N H) k.n/ ⩾ N

H)
ˇ̌
xk.n/ � a

ˇ̌
< ":

因此 lim
n!C1

xk.n/ D a .

例题 3.12利用性质 3.4证明实数序列 h1C .�1/ni发散.
定义严格单调上升映射 k; l W N ! N如下：

k.n/ D 2n; l.n/ D 2n � 1;8n 2 N:

那么

1C .�1/k.n/
D 2; 1C .�1/l.n/

D 08n 2 N:

因此 lim
n!C1

h
1C .�1/k.n/

i
D 2; lim

n!C1

h
1C .�1/.n/

i
D 0 . 由性质 3.4知, 序列 h1C .�1/ni发散.

例题 3.13 设 p 2 N; hxni 是一实数序列满足 xn D xnCp.8n 2 N/ . 证明, 若 lim
n!C1

xn D a, 则 xn �

a .8n 2 N/.
为此, 考虑 p个严格单调上升映射 k.i/

W N ! N.i D 1; 2; � � � , p ), 它定义为：

k.i/.n/ D i C .n � 1/p;8n 2 N: .i D 1; 2; � � � ; p/

由于 lim
n!C1

xn D a,故 8i D 1; 2; � � � ; p; lim
n!C1

xk.i/.n/ D a.

另一方面, 由假设 xn D xnCp.8n 2 N/,我们有

xk.i/.n/ D xk.i/.nC1/;8n 2 N:.i D 1; 2; � � � ; p/
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3.2 收敛序列的性质

因此 xk.i/.n/ � a.8n 2 N/.i D 1; 2; � � � ; p/从而 xn � a.8n 2 N/.
2. 收敛序列极限的运算性质

性质 3.5 设 lim
n!C1

xn D a; lim
n!C1

yn D b . 则实数序列 hxn C yni, hxnyni ;

�
xn

yn

�
.b ¤ 0/也收敛, 并且

1. lim
n!C1

.xn C yn/ D aC b；

2. lim
n!C1

xnyn D ab；

3. lim
n!C1

xn

yn
D
a

b
.b ¤ 0/ .

证明 因为 lim
n!C1

xn D a; lim
n!C1

yn D b,所以

.8" > 0/.9N 2 N/.8n 2 N; n ⩾ N/ H)

(
jxn � aj < ";

jyn � bj < "; jynj < jbj C ":

由此推得

8n 2 N; n ⩾ N H)

(
j.xn C yn/ � .aC b/j ⩽ jxn � aj C jyn � bj < 2";

jxnyn � abj ⩽ jynj jxn � aj C jaj jyn � bj < .jaj C jbj C "/":

因此 hxn C yni及 hxnyni收敛, 并且 lim
n!C1

.xn C yn/ D aC b, lim
n!C1

xnyn D ab .

若 b ¤ 0,则不妨设 0 < " <
jbj

2
,由 jyn � bj < "推得 jynj > jbj � " ⩾ jbj

2
.8n 2 N; n ⩾ N/,因此

8n 2 N; n ⩾ N H)

ˇ̌̌̌
xn

yn
�
a

b

ˇ̌̌̌
D

jxnb � ynaj

jbj jynj

⩽ 2

jbj2
.jxnb � abj C jyna � abj/

<
2

jbj2
.jaj C jbj/":

从而

�
xn

yn

�
收敛, 并且 lim

n!C1

xn

yn
D
a

b
.

推论 3.1

~

若 lim
n!C1

xn D a; b 2 R,则

lim
n!C1

.xn C b/ D aC b; lim
n!C1

xnb D ab;

lim
n!C1

1

xn
D
1

a
.a ¤ 0/:

例题 3.14由于 8p 2 N; lim
n!C1

1

np
D 0及

akn
k C ak�1n

k�1 C � � � C a1nC a0

bmnm C bm�1nm�1 C � � � C b1nC b0
D

ak C ak�1
1
n

C � � � C a1
1

nk�1 C a0
1

nk

bm C bm�1
1
n

C � � � C b1
1

nm�1 C b0
1

nm

� nk�m

因此

lim
n!C1

akn
k C ak�1n

k�1 C � � � C a1nC a0

bmnm C bm�1nm�1 C � � � C b1nC b0
D

8<:
ak

bm
; 若 k D m;

0; 若 k < m:

从而

lim
n!C1

3n3 � 1

2n3 C n2 C 1
D
3

2
; lim

n!C1

4n2 C nC 1

5n3 C 2n � 1
D 0
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3.2 收敛序列的性质

3. 收敛序列的不等式性质
性质 3.6 如果 lim

n!C1
xn D a,并且 a > r.a < r/则

.9N 2 N/.8n 2 N; n ⩾ N/ H) xn > r .xn < r/ :

证明 设 a > r . 由于 lim
n!C1

xn D a . 对于 " D a � r > 0,存在 N 2 N使得

8n 2 N; n ⩾ N H) jxn � aj < a � r

H) xn > a � .a � r/ D r:

类似可证 a < r 的情形.
性质 3.7 如果 lim

n!C1
xn D a; lim

n!C1
yn D b并且 a > b.a < b/则

.9N 2 N/.8n 2 N; n ⩾ N/ H) xn > yn .xn < yn/ :

证明 设 a > b . 于是存在 r 2 R使得 a > r > b . 由 lim
n!C1

xn D a > r > b D lim
n!C1

yn及性质3.6知,

.9N1 2 N/ .8n 2 N; n ⩾ N1/ H) xn > r;

.9N2 2 N/ .8n 2 N; n ⩾ N2/ H) yn < r:

令 N D max .N1; N2/,则
8n 2 N; n ⩾ N H) xn > yn:

对 a < b,可类似证明.
性质 3.8 设 lim

n!C1
xn D a; lim

n!C1
yn D b,则

8n ⩾ N; xn ⩾ yn .xn ⩽ yn/ H) a ⩾ b.a ⩽ b/:

证明 用反证法, 由性质3.7立即推出.

推论 3.2

~

如果 lim
n!C1

xn D a并且 8n ⩾ N; xn ⩾ r .xn ⩽ r/,则 a ⩾ r.a ⩽ r/.

注即使在性质3.8中将不等号 “⩾ .⩽/”换成严格不等号 “> .</”, 也不一定有 a > b.a < b/.
例如, 取 xn D

1

n
; yn D �

1

n
.n 2 N/.显然有

xn > yn.8n 2 N/,但是 lim
n!C1

xn D lim
n!C1

yn D 0:

性质 3.9 设实数序列 hxni ; hyni ; hzni满足下述条件：

1. xn ⩽ zn ⩽ yn .8n 2 N; n ⩾ N/；

2. lim
n!C1

xn D lim
n!C1

yn D a,

则 lim
n!C1

zn D a .

证明 由于 lim
n!C1

xn D lim
n!C1

yn D a,我们有

.8" > 0/ .9N0 2 N; N0 ⩾ N/ .8n 2 N; n ⩾ N0/ H) jxn � aj < "; jyn � aj < ":

由此推得

8n 2 N; n ⩾ N0 H) a � " < xn; yn < aC "

H) a � " < xn ⩽ zn ⩽ yn < aC "

H) jzn � aj < ":
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�习题 3.2

因此 lim
n!C1

zn D a .

性质3.9常称为序列极限的两边夹法则.

例题 3.15设 xn D
n

p
n2 C n

; yn D
n

p
n2 C 1

; zn D
1

p
n2 C 1

C
1

p
n2 C 2

C � � � C
1

p
n2 C n

:.n 2 N/.证明

lim
n!C1

xn D lim
n!C1

yn D lim
n!C1

zn D 1 .

证明 首先由不等式

1 <

r
1C

1

n2
⩽
r
1C

1

n
< 1C

1

n
.8n 2 N/

及性质 3.9推得 lim
n!C1

r
1C

1

n
D lim

n!C1

r
1C

1

n2
D 1,因此

lim
n!C1

xn D lim
n!C1

1q
1C

1
n

D 1

lim
n!C1

yn D lim
n!C1

1q
1C

1
n2

D 1

另一方面, 由于

xn D
n

p
n2 C n

D
1

p
n2 C n

C
1

p
n2 C n

C � � � C
1

p
n2 C n

<
1

p
n2 C 1

C
1

p
n2 C 2

C � � � C
1

p
n2 C n

<
n

p
n2 C 1

D yn

故 xn ⩽ zn ⩽ yn.8n 2 N/ . 从而由性质 3.9得到

lim
n!C1

zn D 1

例题 3.16设 hxni是任一实数序列, 并且 xn ⩽ xnC1.8n 2 N/.证明：若 lim
n!C1

x1 C x2 C � � � C xn

n
D a,

则 lim
n!C1

xn D a .

首先由 xn ⩽ xnC1.8n 2 N/我们有

yn D
x1 C x2 C � � � C xn

n
⩽ xn .8n 2 N/:

现在任意固定 n 2 N:8m ⩾ n,

ym D
x1 C x2 C � � � C xn C xnC1 C � � � C xm

m

D
x1 C x2 C � � � C xn

m
C
xnC1 C � � � C xm

m

⩾ x1 C � � � C xn

m
C

�m � n

m

�
xn

两边令 m ! C1,由性质 3.8得到

a D lim
m!C1

ym ⩾ lim
m!C1

x1 C � � � C xn

m
C lim

m!C1

�m � n

m

�
xn D xn:

由此得到不等式

yn ⩽ xn ⩽ a .8n 2 N/:

由于 lim
n!C1

yn D a,故由性质 3.9立即推得 lim
n!C1

xn D a.

K�习题 3.2k
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�习题 3.2

1. 设 hxni是任一实数序列, 满足条件 xn ⩽ xnC1; .8n 2 N/或 xn ⩾ xnC1; .8n 2 N/;如果存在 hxni

的一个子序列 hxk.n/i, 使得 lim
n!C1

xk.n/ D a;则 lim
n!C1

xn D a:

2. 计算下列极限：

1) lim
n!C1

p
nq

nC
p
nC

p
n

；

2) lim
n!C1

.
p
nC 1 �

p
n/

p
n；

3) lim
n!C1

3p
n2 C 1

nC 2
；

4) lim
n!C1

�
1

1 � 3
C

1

2 � 4
C � � � C

1

n.nC 2/

�
；

5) lim
n!C1

nX
kD1

1

.k C p/.k C p C q/
; .p; q 2 N/；

6) lim
n!C1

nX
kD1

1

k.k C 1/.k C 2/
.

3. 设 lim
n!C1

an D a, lim
n!C1

bn D b. 证明：
1) lim

n!C1
max.an; bn/ D max.a; b/；

2) lim
n!C1

min.an; bn/ D min.a; b/.

4. 设 hani是任一严格正的实数序列, 并且 lim
n!C1

an D 0. 证明：

1) 集合 fn 2 N j 8k ⩾ n; ak ⩽ ang是无限集；

2) 集合 fn 2 N j 8k ⩽ n; an ⩽ akg是无限集.
5. 设 hani,hbni是任意两个实数序列, 满足： lim

n!C1
an D a; lim

n!C1
bn D b:定义新序列 hcni如下：

cn D
1

n
.a1bn C a2bn�1 C � � � C anb1/; .n 2 N/:

1) 证明：存在常数M > 0, 使得

jcn � abj ⩽ M

n

nX
iD1

.jai � aj C jbi � bj/；

2) 证明： lim
n!C1

cn D ab:

6. 设 hani; hbni是任意两个实数序列, 满足：
1) lim

n!C1
an D 0; lim

n!C1
bn D 0；

2) 存在常数M > 0, 使得对所有 n 2 N; jb1j C jb2j C � � � C jbnj ⩽M:

证明：

lim
n!C1

.a1bn C a2bn�1 C � � � C anb1/ D 0:

7. 试利用两边夹法则证明下列极限：

1) lim
n!C1

�
1

.nC 1/2
C

1

.nC 2/2
C � � � C

1

.2n/2

�
D 0；

2) lim
n!C1

n
q
an

1 C an
2 C � � � C an

k
D max

1⩽i⩽k
ai ; .ai ⩾ 0; i D 1; 2; : : : ; k)；

3) lim
n!C1

n
q
.

np
n � 1/ D 1；

4) lim
n!C1

np
a1a2 � � � an D a, 其中 an > 0且 lim

n!C1
an D a.
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3.3 无穷小、无穷大序列

8. 设 hxni是任一实数序列.
1) 证明：如果子序列 hx2ni,hx2nC1i和 hx3ni都收敛, 那么序列 hxni收敛；

2) 设 a; b 2 N是两个互质自然数, u; v 2 N满足 bv � au D 1. 假设子序列 hxbni收敛, 并且
8r 2 f0; 1; : : : ; a � 1g, 子序列 hxanCri收敛.
证明：这些子序列 hxbni,hxanCri及 hxabnCbvri收敛于同一极限 l , 由此推出序列 hxni收敛

于 l .
9. 设 ' W N ! N是任一严格单调上升映射, 且 ' ¤ idN.

1) 证明：存在 N 2 N使得 8n 2 N; n ⩾ N; '.n/ > n；

2) 记 '0
D idN, 并归纳地定义 'nC1

D ' ı 'n.8n 2 N [ 0/, 证明：8n 2 N; n ⩾ N; 'k.n/ ⩾
nC k:.k 2 N/

3) 设 hxni是任一实数序列使得 x'.n/ D xn.8n 2 N/. 证明：如果序列 hxni收敛, 则从某一项开
始, xn为常数.

3.3 无穷小、无穷大序列

有两类特殊的实数序列——无穷小与无穷大序列——值得注意.
1. 无穷小、无穷大序列

定义 3.4

|

设 hxni是任一实数序列.
1. 如果 lim

n!C1
xn D 0,则称 hxni是无穷小序列；

2. 如果 hxni具有下述性质：

.8M > 0/.9N 2 N/.8n 2 N; n ⩾ N/ H) jxnj > M;

则称 hxni是无穷大序列.
特别地, 如果

.8M > 0/.9N 2 N/.8n 2 N; n ⩾ N/ H) xn > M .xn < �M/ ;

则称 hxni是正 (负)无穷大序列. 有时也称 hxni趋于C1.�1/,并记为

lim
n!C1

xn D C1

�
lim

n!C1
xn D �1

�

例题 3.17设 q 2 R .若 jqj < .>/1,则实数序列 hqn
i是无穷小 (大)序列.

在 �1例 3.8中我们已经证明了 lim
n!C1

qn
D 0.jqj < 1/,因此当 jqj < 1时, 实数序列 hqn

i是无穷小

序列.
现在证明当 jqj > 1时, hqn

i是无穷大序列.
为此令 jqj D 1C a,则 a > 0.于是

jqn
j D jqj

n
D .1C a/n > na

8M > 0,由 na > M 得到 n >
M

a
.

令 N D

�
M

a

�
C 1,则

8n 2 N; n ⩾ N H) jqn
j > na > M:
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3.3 无穷小、无穷大序列

因此 hqn
i是无穷大序列.

例题 3.18 8k 2 N,实数序列 hnk
i与 h�nk

i分别是正无穷大序列与负无穷大序列.
2. 无穷小、无穷大序列的性质

定理 3.1

~

设 hxni是任一实数序列.

1. 若 hxni是无穷小序列, 并且 xn ¤ 0 .8n ⩾ N0/则

�
1

xn

�
是无穷大序列；

2. 若 hxni是无穷大序列, 则
�
1

xn

�
是无穷小序列.

证明

1. 设 hxni是无穷小序列并且 xn ¤ 0 .8n ⩾ N0/,则

.8M > 0/.9N 2 N; N ⩾ N0/ .8n 2 N; n ⩾ N/ H) jxnj <
1

M

由此推得

8n 2 N; n ⩾ N H)

ˇ̌̌̌
1

xn

ˇ̌̌̌
> M

因此

�
1

xn

�
是无穷大序列.

2. 若 hxni是无穷大序列. 则由定义

.8" > 0/.9N 2 N/.8n 2 N; n ⩾ N/ H) jxnj >
1

"
H)

ˇ̌̌̌
1

xn

ˇ̌̌̌
< ":

因此

�
1

xn

�
是无穷小序列.

例题 3.19由于 lim
n!C1

an

nn
D 0.a ¤ 0/; lim

n!C1
nqn

D 0.jqj < 1/,故
�
an

nn

�
与 hnqn

i是无穷小序列. 因而�
nn

an

�
与

�
1

nqn

�
是无穷大序列.

定理 3.2

~

设 hxni ; hyni是两个实数序列.
1. 若 hxni是无穷大序列, 则 hxni不是有界序列, 并且 hxni的任意子序列

˝
xkn

˛
也是无穷大序

列.
2. 若 hxni是无穷小序列, hyni是有界序列, 则 hxnyni是无穷小序列.
3. 若 lim

n!C1
xn D a; hyni是无穷大序列, 则 hxn ˙ yni是无穷大序列.

4. 若 lim
n!C1

xn D a; a ¤ 0; hyni是无穷大序列, 则 hxnyni是无穷大序列.

证明留给读者作为练习.
上述定理3.2结论 3) 中若 hxni 是无穷大序列, 则 hxn ˙ yni 不一定是无穷大序列, 结论 4) 中若

lim
n!C1

xn D 0,则 hxnyni也不一定是无穷大序列. 在这两种情况下, 当 n ! C1时 xn ˙ yn与 xnyn的

变化可出现下述各种情形.
3. 不定型
1 � 1：若 lim

n!C1
xn D C1; lim

n!C1
yn D C1,则序列 hxn � yni称为1 � 1不定型序列. 例如
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�习题 3.3

i) xn D nC
1

n
; yn D n.n 2 N/,则

xn � yn D
1

n
! 0.n ! C1/；

ii) xn D 2n; yn D n.n 2 N/,则

xn � yn D n ! C1.n ! C1/；

iii) xn D nC .�1/n; yn D n.n 2 N/,则

xn � yn D .�1/n发散 .n ! C1/:

0 � 1：若 lim
n!C1

xn D 0; lim
n!C1

yn D ˙1,则序列 hxnyni称为 0 � 1不定型序列. 例如

i) xn D
1

n
; yn D n.n 2 N/,则 xnyn � 1:.n 2 N/；

ii) xn D
1

n
; yn D n2.n 2 N/,则

xnyn D n ! C1.n ! C1/；

iii) xn D
.�1/n

n
; yn D n.n 2 N/,则

xnyn D .�1/n发散 .n ! C1/:

1

1
;
0

0
: 若 lim

n!C1
xn D ˙1; lim

n!C1
yn D ˙1或 lim

n!C1
xn D 0; lim

n!C1
yn D 0,则

�
xn

yn

�
称为

1

1
或

0

0
不定型序列.

这后面两种不定型实际上可化为 0 � 1不定型, 因为只需写
xn

yn
为

1

xn
� yn或 xn �

1

yn
即可.

关于不定型序列的极限计算, 要具体情况具体分析, 目前有一个可供我们使用的方法就是 Stolz定
理 (见习题 5).

K�习题 3.3k

1. 设 hani是任一实数序列, an ⩾ 0.8n 2 N/,并且存在 c > 0使得 8m; n 2 N;m < n; an ⩽ cam.证
明：如果 hani有子序列

˝
akn

˛
使得

lim
n!C1

akn
D 0,则 lim

n!C1
an D 0:

2. 设 hxni是一个无界实数序列, 则从 hxni中可以选出一个无穷大子序列, 特别地, 如果 hxni是无

上 (下)界实数序列, 则从 hxni中可以选出一个严格单调上升 (下降)的正 (负)无穷大子序列.
3. 设 hani是一个实数序列, 并且 lim

n!C1

anC1

an
D �; j�j < 1;证明

lim
n!C1

an D 0:

利用此结论证明下列极限：

1) lim
n!C1

an

nŠ
D 0.a 2 R/；

2) lim
n!C1

b.b � 1/ � � � .b � nC 1/ � an

nŠ
D 0.jaj < 1; b 2 R/；
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�习题 3.3

3) lim
n!C1

12 � 32 � � � .2n � 1/2

22 � 42 � � � .2n/2
� an

D 0.jaj < 1/.

4. 设 hani是一个正实数序列, 并且 lim
n!C1

anC1

an
D �; � > 1:证明

lim
n!C1

an D C1:

利用此结论证明下列极限：

1) lim
n!C1

3 � 6 � 9 � � � 3n

7 � 10 � 13 � � � .3nC 4/
� an

D C1.a > 1/；

2) lim
n!C1

1 � 3 � 5 � � � .2n � 1/ � a2n

2 � 4 � 6 � � � .2n/
D C1.jaj > 1/；

3) lim
n!C1

r
n � 1

n3 � 1
� an

D C1.a > 1/.

5. 证明下述 Stolz定理：设 hxni,hyni是两个实数序列, 满足：
1) yn < ynC1.8n 2 N/；

2) lim
n!C1

yn D C1；

3) lim
n!C1

xnC1 � xn

ynC1 � yn
D a 2 R [ ˙1.

则

lim
n!C1

xn

yn
D lim

n!C1

xnC1 � xn

ynC1 � yn
:

试利用此结论证明下列各极限：

1) lim
n!C1

n2

a2n
D 0.jaj > 1/；

2) lim
n!C1

1k C 2k C � � � C nk

nkC1
D

1

k C 1
.8k 2 N/；

3) lim
n!C1

1k C 3k C � � � C .2nC 1/k

nkC1
D

2k

k C 1
.8k 2 N/；

4) lim
n!C1

 
1k C 2k C � � � C nk

nk
�

n

k C 1

!
D
1

2
；

5) lim
n!C1

a1 C 2a2 C � � � C nan

n.nC 1/
D ˙1;若 lim

n!C1
an D ˙1.

6. 设 ak > 0; k 2 N, 定义序列 hAni如下：

An D a1 C a2 C � � � C an;8n 2 N:

假设 hAni发散, 但 lim
n!C1

anA
�1
n D 0:证明：

lim
n!C1

a1A
�1
1 C a2A

�1
2 C � � � C anA

�1
n

logAn
D 1:

7. 设 hani,hbni是两个正数序列, 并且：

lim
n!C1

a1 C a2 C � � � C an

nan
D a;

lim
n!C1

b1 C b2 C � � � C bn

nbn
D b;
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3.4 实数的连续性

aC b > 0. 证明：
lim

n!C1

a1b1 C 2a2b2 C � � � C nanbn

n2anbn
D

ab

aC b
:

8. 设 hani,hbni是两个实数序列, 满足条件：
1) bn < bnC1.8n 2 N/, lim

n!C1
bn D C1；

2) lim
n!C1

.a1 C a2 C � � � C an/ D a 2 R.

证明：

lim
n!C1

a1b1 C a2b2 C � � � C anbn

bn
D 0:

3.4 实数的连续性

在第 2章 § 1例 2.3中我们证明了以

rn D 1C
1

1Š
C
1

2Š
C � � � C

1

nŠ
.n 2 N/

为通项的序列 hrni是一个有理数 Cauchy序列. 下面我们来证明 hrni并没有有理数极限.
事实上, 由 rn的表达式我们有

rnC1 C
1

.nC 1/Š
D rn C

1

.nC 1/Š
C

1

.nC 1/Š

D rn C
2

.nC 1/Š
< rn C

1

nŠ
.n ⩾ 2/

由此推得 8n ⩾ 2;8k 2 N,

rn < rnC1 < rnCk C
1

.nC k/Š
< rnC1 C

1

.nC 1/Š
< rn C

1

nŠ

如果存在
q

p
2 Q,使得 lim

n!C1
rn D

q

p
,则在上述不等式中令 k ! C1取极限即得到

rn <
q

p
< rn C

1

nŠ
:

特别取 n D p,并两边同乘以 p得到

0 <
�
q � prp

�
.p � 1/Š < 1

这显然是矛盾的, 因为
�
q � prp

�
.p � 1/！是一个整数.

那么我们要问：序列 hrni在实数域 R中是否收敛呢？答案是肯定的. 这一节的目的就是要证明：每
一个实数 Cauchy序列在 R中收敛. 这一性质通常称为 R的完备性.

R的完备性可以用下列 7个定理中的每一个定理独立地刻划：
1. Cauchy收敛准则.
2. 确界存在定理.
3. 单调序列极限存在定理.
4. 区间套定理.
5. 聚点定理.
6. Bolzano-Weierstrass定理.
7. Cantor有限覆盖定理.
这七个定理也称为实数的连续性定理. 下面我们将按上述顺序证明它们的等价性.
首先我们证明下述引理.
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3.4 实数的连续性

引理 3.1

~

设 x 2 R . 则对 x的任一代表 hxni有

lim
n!C1

Qxn D x:

证明 设 " > 0 . 根据第 2章 § 2引理2.1知, 存在正有理数 ˛,使得 0 < Q̨ < " . 由于 hxni是有理数 Cauchy
序列, 对 ˛ > 0,存在 N 2 N使得

8n;m 2 N; n;m ⩾ N H) jxn � xmj < ˛

H) �˛ < xn � xm < ˛:

固定 n 2 N . 令

rm D

8<:0; 若 m D 1; 2; � � � ; N � 1；

xn � xm; 若 m ⩾ N:

则 hrmi是有理数 Cauchy序列, 并且 Qxn � x D ehrmi,以及

�˛ < rm < ˛.8m 2 N/:

根据 R的序关系定义, 我们有

8n 2 N; n ⩾ N H) � Q̨ < Qxn � x < Q̨

H) �" < Qxn � x < "

H) j Qxn � xj < "

因此 lim
n!C1

Qxn D x .

1. Cauchy收敛准则

定义 3.5

|

我们称实数序列 hxni为 Cauchy序列, 如果它具有下述性质：

.8" > 0/.9N 2 N/.8n;m 2 N; n;m ⩾ N/ H) jxn � xmj < ":

显然, 当 hxni为有理数序列时, 上述定义与第 2章 �1的有理数 Cauchy序列定义是一致的.

定理 3.3 (Cauchy收敛准则)

~
实数序列 hxni收敛的充分必要条件是 hxni为 Cauchy序列.

证明 必要性设 hxni收敛于 a.那么

.8" > 0/.9N 2 N/.8n 2 N; n ⩾ N/ H) jxn � aj <
"

2
:

因此

8n;m 2 N; n;m ⩾ N H) jxn � xmj < jxn � aj C jxm � aj < ":

此即表明 hxni是 Cauchy序列.
充分性设 hxni是 Cauchy序列. 那么

.8" > 0/ .9N1 2 N/ .8n;m 2 N; n;m ⩾ N1/ H) jxn � xmj <
"

3
:
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3.4 实数的连续性

另一方面, 由有理实数集 eQ在 R中的稠密性, 对每一个 xn 2 R,存在 rn 2 Q,使得

jxn � Qrnj <
e1
n
.8n 2 N/:

我们证明由此得到的序列 hrni是有理数 Cauchy序列.

为此, 我们注意到
f˝1
n

˛
D 0,因此由上述引理知 lim

n!C1

e1
n

D 0 . 从而存在 N2 2 N使得

8n;m 2 N; n;m ⩾ N2 H)
e1
n
<
"

3
;
e1
m
<
"

3
:

令 N0 D max .N1; N2/,则

8n;m 2 N; n;m ⩾ N0 H) jrn � rmj D jern �ermj

⩽ jern � xnj C jxn � xmj C jxm �frmj

<
e1
n

C
"

3
C
e1
m

<
"

3
C
"

3
C
"

3
D ":

现在令 a D ehrni,由上述引理3.1, lim
n!C1

ern D a.因此存在 N3 2 N使得

8n 2 N; n ⩾ N3 H) jern � aj <
"

3
:

最后令 N D max .N0; N3/ . 则

8n 2 N; n ⩾ N H) jxn � aj < jxn �ernj C jern � aj < "

因此 lim
n!C1

xn D a .

例题 3.20对于本节开头所提的有理数序列 hrni

rn D 1C
1

1Š
C
1

2Š
C � � � C

1

nŠ
.n 2 N/;

由于它是 Cauchy序列, 故根据 Cauchy收敛准则, 此序列在 R中收敛. 以后我们将知道这个序列的极限
就是无理数 e.e的定义见第 5章 §4).
例题 3.21设

xn D
1

12
C
1

22
C � � � C

1

n2
.n 2 N/:

证明实数序列 hxni收敛.
证明 根据 Cauchy收敛准则, 我们只需证明 hxni是 Cauchy序列. 事实上, 8n; k 2 N,

jxnCk � xnj D

ˇ̌̌̌
1

.nC 1/2
C

1

.nC 2/2
C � � � C

1

.nC k/2

ˇ̌̌̌
<

1

n.nC 1/
C

1

.nC 1/.nC 2/
C � � � C

1

.nC k � 1/.nC k/

D

�
1

n
�

1

nC 1

�
C

�
1

nC 1
�

1

nC 2

�
C � � � C

�
1

nC k � 1
�

1

nC k

�
D
1

n
�

1

nC k
<
1

n
:

由此我们有

.8" > 0/

�
9N D

�
1

"

�
C 1

�
.8n; k 2 N; n ⩾ N/ H) jxnCk � xnj < ":

因此 hxni是 Cauchy序列.
注因 R的任何一个 Cauchy序列都收敛, 故我们称实数度量空间 R是完备度量空间.
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3.4 实数的连续性

Cauchy收敛准则完全是利用实数序列本身的信息来判断序列收敛与否的, 它避免了用极限定义证
明序列收敛需预先估计极限数的弊病. 因此在收敛性问题的研究中有着广泛的应用.

2. 集合的上、下确界

定义 3.6

|

设 X � R是任一集合.
1. 我们称 X 是上 (下)有界集, 如果

.9M 2 R/.8x 2 X/ H) x ⩽M.⩾M/:

M 称为 X 的上 (下)界.
2. 我们称 X 是有界集, 如果 X 既是上有界的, 又是下有界的.

由上述定义可知

1. 若 X 是上 (下)有界集, M 是 X 的一个上 (下)界, 则所有比 M 大 (小)的实数 M 0 都是 X 的上

(下)界.
2. X 是有界集” 9m;M 2 R;8x 2 X;m ⩽ x ⩽M

, 9M 2 RC
� ;8x 2 X; jxj ⩽M:

下面我们研究：若 X 是上 (下)有界集, X 是否有最小上界 (最大下界), 为此我们引入下述定义.

定义 3.7

|

设 X � R是任一集合. 若 X 是上 (下)有界集, 并且存在实数 A.B/,它具有下述性质：
i) A.B/是 X 的上 (下)界,
ii) 若M.m/是 X 的任一上 (下)界, 则

A ⩽M.B ⩾ m/;

则我们称 A.B/是 X 的上确界 (下确界). 记为

A D supX 或 A D sup
x2X

x

�
B D infX 或 B D inf

x2X
x

�
:

注 集合 X 的上确界或下确界可能属于 X , 也可能不属于 X . 如果 X 有元素 x0 是 X 的上 (下) 界, 则
x0 D supX .x0 D infX/.例如：

1. X D .�1; 1�是上有界集. supX D 1 2 X ；

2. X D .0;C1/是下有界集. infX D 0 … X ；

3. X D .0; 1/是有界集. infX D 0 … X; supX D 1 … X .
注直接由定义可推出下述性质.
上、下确界的特征性质：

A D supX ”

(
i) 8x 2 X; x ⩽ A；

ii) 8" > 0; 9 Nx 2 X;A � " < Nx:

B D infX ”

8<: i) 8x 2 X; x ⩾ B；

ii) 8" > 0; 9 Nx 2 X; Nx < B C ":
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3.4 实数的连续性

定理 3.4 (确界存在定理)

~
设 X � R是任一非空集合. 若 X 是上 (下)有界集, 则 supX.infX/存在.

证明 我们只需对 X 为上有界集的情形进行证明. 因为若 X 为下有界集, 则 ( �X ) 是上有界集, 且
infX D � sup.�X/.
设 a0 2 X; b0是 X 的任一上界. 我们构造两个序列 hani ; hbni使得它们具有下述性质：

i) an 2 X; bn是 X 的上界, 并且

an ⩽ anC1 ⩽ bnC1 ⩽ bn.8n ⩾ 0/；

ii) bn � an ⩽ 1

2n
.b0 � a0/ .8n ⩾ 0/ .

显然 n D 0时成立. 假设已经构造了 a0; a1; � � � ; an; b0; b1 � � � ; bn,它们具有上述性质 i)、ii).
下面构造 anC1; bnC1 .

若
1

2
.an C bn/是 X 的上界, 则令 anC1 D an; bnC1 D

1

2
.an C bn/.

若
1

2
.an C bn/不是 X 的上界, 则存在 anC1 2 X 使得 anC1 >

1

2
.an C bn/.这时令 bnC1 D bn.

在这两种情况下, 我们都有

anC1 2 X; bnC1是 X 的上界,

an ⩽ anC1 ⩽ bnC1 ⩽ bn;

bnC1 � anC1 ⩽ 1

2
.bn � an/ ⩽

1

2nC1
.b0 � a0/ :

根据归纳法, 满足性质 i)、ii)的实数序列 hani与 hbni就完全构造出来了.
由于 0 ⩽ bn � an ⩽ 1

2n
.b0 � a0/ .8n ⩾ 0/,所以 lim

n!C1
.bn � an/ D 0,因此 8" > 0; 9N 2 N,使得

0 < bN � aN < " . 从而

8n; k 2 N; n ⩾ N H) aN ⩽ an ⩽ anCk ⩽ bnCk ⩽ bn ⩽ bN

H) janCk � anj ⩽ bN � aN < ":

因此 hani是 Cauchy序列. 由 Cauchy收敛准则知, 存在 c 2 R使得 lim
n!C1

an D c.

下面证明 c D supX .
首先由 bn D .bn � an/ C an.8n 2 N/ 知 lim

n!C1
bn D c. 因此 8x 2 X , 由 x ⩽ bn.8n 2 N/ 推得

x ⩽ c,此即表明 c 是 X 的上界.
现设M 是 X 的任一上界. 那么 8n 2 N; an ⩽M ,从而 c ⩽M .因此 c D supX .

例题 3.22设 A D

nm
n

ˇ̌̌
m; n 2 N; m < n

o
. 证明：

infA D 0; supA D 1:

事实上, 8
m

n
2 A; 0 <

m

n
< 1,故 0与 1分别是集合 A的下界与上界.

现设 1 > " > 0 . 由实数的 Archimedes性质知, 存在 n 2 N使得 1 < n"; 1 < n.1 � "/ . 由此得到
1

n
< "; 1 < n.1 � "/ < Œn.1 � "/�C 1 ⩽ n.1 � "/C 1 < n:

若令 m D Œn.1 � "/�C 1,则 m 2 N; m < n并且

0 <
1

n
< "; 1 � " <

m

n
< 1 H) infA D 0; supA D 1:

3. 单调序列极限
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3.4 实数的连续性

定义 3.8

|

设 hxni是任一实数序列.
1. 若集合 fxn j n 2 Ng是上 (下)有界的, 则称序列 hxni是上 (下)有界的. 若 hxni既上有界又

下有界, 则称序列 hxni是有界的.
2. 我们称 hxni是单调上升 (下降)序列, 如果

8n 2 N; xn ⩽ xnC1 .xn ⩾ xnC1/ :

我们称 hxni是严格单调上升 (下降)序列, 如果

8n 2 N; xn < xnC1 .xn > xnC1/ :

3. 单调上升序列与单调下降序列统称为单调序列.

定理 3.5 (单调序列极限存在定理)

~

若实数序列 hxni是单调上升有上界 (下降有下界)的, 则 hxni收敛, 并且

lim
n!C1

xn D sup
n2N

xn

�
lim

n!C1
xn D inf

n2N
xn

�

证明 我们只对单调上升的情形进行证明. 因为若 hxni单调下降, 则 h�xni单调上升.
由于 hxni有上界, 故 sup

n2N
xn存在, 由上确界特征性质知,

8" > 0; 9xN 使得 sup
n2N

xn � " < xN ⩽ sup
n2N

xn

于是由 hxni的单调上升性推得

8n 2 N; n ⩾ N H) sup
n2N

xn � " < xN ⩽ xn < sup
n2N

xn C "

H)

ˇ̌̌̌
xn � sup

n2N
xn

ˇ̌̌̌
< ":

因此 lim
n!C1

xn D sup
n2N

xn .

注若 hxni是单调上升无上界 (下降无下界)序列, 则显然有 lim
n!C1

xn D C1.�1/.因此, 若这时我们

规定 sup
n2N

xn D C1 ( inf
n2N

xn D �1 ), 则我们有下述统一形式的单调序列极限存在定理.

定理 3.6

~

若 hxni是单调上升 (下降)实数序列, 则

lim
n!C1

xn D sup
n2N

xn

�
lim

n!C1
xn D inf

n2N
xn

�
:

例题 3.23设 a > 0; b > 0,令

an D
1

2

�
an�1 C

a

an�1

�
; a0 D b.n 2 N/:

证明 递推序列 hani收敛, 并且 lim
n!C1

an D
p
a .

事实上, 首先我们有 an > 0.8n 2 N/.由此我们有

an D
1

2

�
an�1 C

a

an�1

�
⩾
r
an�1 �

a

an�1
D

p
a.8n 2 N/;
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3.4 实数的连续性

并且
an

an�1
D
1

2

 
1C

a

a2
n�1

!
⩽ 1

2
.1C 1/ D 1.8n 2 N/:

此即表明 hani是单调下降有下界的实数序列, 故由定理 3.5知 hani收敛, 令 lim
n!C1

an D �.则

lim
n!C1

an D
1

2

0@ lim
n!C1

an�1 C
a

lim
n!C1

an�1

1A ;
或

� D
1

2

�
�C

a

�

�
H) � D ˙

p
a:

因为 an > 0.8n 2 N/,所以 � D �
p
a舍去, 因此 lim

n!C1
an D

p
a .

例题 3.24证明：实数序列
��
1C

1

n

�n�
收敛.

为此, 我们首先证明下述不等式：

80 ⩽ a < b;
bnC1 � anC1

b � a
< .nC 1/bn.8n 2 N/: (3.1)

事实上
bnC1 � anC1

b � a
D bn

C abn�1
C a2bn�2

C � � � C an�1b C an

< bn
C bn

C bn
C � � � C bn

C bn

D .nC 1/bn

由不等式(3.1)我们得到

bnŒb � .nC 1/.b � a/� < anC1.8n 2 N/: (3.2)

1. 在(3.2)中令 a D

�
1C

1

nC 1

�
; b D 1C

1

n
,则(3.2)式变为�

1C
1

n

�n

<

�
1C

1

nC 1

�nC1

;8n 2 N

因此序列

��
1C

1

n

�n�
是单调上升的.

2. 在(3.2)中令 a D 1; b D 1C
1

2n
,则(3.2)式变为�

1C
1

2n

�n

< 2

从而

�
1C

1

2n

�2n

< 4 . 由此推得�
1C

1

n

�n

<

�
1C

1

2n

�2n

< 4:

因此序列

��
1C

1

n

�n�
上有界.

根据定理 3.5, 实数序列
��
1C

1

n

�n�
收敛. 在第 5章 �4我们将证明此序列极限等于 e,于是

lim
n!C1

�
1C

1

n

�n

D e
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3.4 实数的连续性

4. 闭区间套

定理 3.7 (区间套定理)

~

若闭区间族 fŒan; bn�gn2N满足下列两个条件：

1. ŒanC1; bnC1� � Œan; bn� .8n 2 N/,
2. lim

n!C1
.bn � an/ D 0 .

则存在 c 2 R使得\
n2N

Œan; bn� D fcg

证明 由条件 1)知
an ⩽ anC1 ⩽ bnC1 ⩽ bn;8n 2 N

所以 hani 是单调上升有上界 b1 的实数序列, hbni 是单调下降有下界 a1 的实数序列. 根据定理3.5知
hani与 hbni都收敛. 由条件 2)知

lim
n!C1

an D sup
n2N

an D inf
n2N

bn D lim
n!C1

bn:

令 c D sup
n2N

an D inf
n2N

bn,则

an ⩽ c ⩽ bn;8n 2 N H) c 2 \
n2N

Œan; bn�

为了证明\
n2N

Œan; bn� D fcg,我们证明：若 x 2 \
n2N

Œan; bn�,则 x D c . 这是显然的, 因为

x; c 2 Œan; bn� .8n 2 N/ H) jx � cj ⩽ bn � an ! 0.n ! C1/

所以 x D c .
注意, 如果上述定理中的闭区间族改为开区间族 f.an; bn/gn2N,或 lim

n!C1
.bn � an/ ¤ 0,则定理的

结论可以不成立.
例题 3.25 对开区间族

��
0;
1

n

��
n2N

, 显然有
�
0;

1

nC 1

�
�

�
0;
1

n

�
, 8n 2 N; lim

n!C1

�
1

n
� 0

�
D 0, 但

\
n2N

�
0;
1

n

�
D ∅.

例题 3.26对闭区间族
��
0; 1C

1

n

��
n2N

,我们有
�
0; 1C

1

nC 1

�
�

�
0; 1C

1

n

�
8n 2 N,但 lim

n!C1

�
1C

1

n
� 0

�
D

1 . 这时,

\
n2N

�
0; 1C

1

n

�
D Œ0; 1�:

5. 集合的聚点

定理 3.8 (聚点定理)

~
任意一个有界无限实数集至少有一个聚点.

证明 设 A是任一有界无限实数集. 于是存在 a0; b0 2 R使得 A � Œa0; b0�.

令 ı D b0 � a0,则 ı > 0 . 考虑子区间
�
a0; a0 C

ı

2

�
与 Œa0 C

ı

2
; b0

�
. 由于

A D

�
A \

�
a0; a0 C

ı

2

��
[

�
A \

�
a0 C

ı

2
; b0

��
;

并且A为无限集, 故A\

�
a0; a0 C

ı

2

�
与A\

�
a0 C

ı

2
; b0

�
中至少有一个是无限集, 不妨令A\

�
a0; a0 C

ı

2

�
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为无限集.
记 Œa1; b1� D

�
a0; a0 C

ı

2

�
,则 b1 � a1 D

ı

2
> 0 . 由于

A \ Œa1; b1� D

�
A \

�
a1; a1 C

ı

4

��
[

�
A \

�
a1 C

ı

4
; b1

��
为无限集, 故 A \

�
a1; a1 C

ı

4

�
与 A \

�
a1 C

ı

4
; b1

�
中至少有一个是无限集, 不妨令 A \

�
a1; a1 C

ı

4

�
为无限集.
令 Œa2; b2� D

�
a1; a1 C

ı

4

�
,则 b2 � a2 D

ı

4
> 0;A \ Œa2; b2�为无限集. 如此不断地进行二等分, 我

们得到一闭区间族 fŒan; bn�gn2N,使得
i) A \ Œan; bn�为无限集 .8n 2 N/,
ii) ŒanC1; bnC1� � Œan; bn� .8n 2 N/,

iii) bn � an D
ı

2n
! 0.n ! C1/ .

根据区间套定理, 存在 c 2 R使得\
n2N

Œan; bn� D fcg .

现在任取 x1 2 A \ Œa1; b1� . 由于 A \ Œa2; b2� 是无限集, 取 x2 2 A \ Œa2; b2� 且 x2 ¤ x1. 假设
x1; x2; � � � ; xn已经选取好了, 使得

xi 2 A \ Œai ; bi � ; xi ¤ xj ; i ¤ j; i; j D 1; 2; � � � ; n:

由于 A \ ŒanC1; bnC1�是无限集, 故存在 xnC1 2 A \ ŒanC1 , bnC1�使得 xnC1 ¤ xi ; i D 1; 2; � � � ; n.
根据归纳法, 实数序列 hxni就完全构造出来了, 并且满足条件：

xn 2 A \ Œan; bn� ; xn ¤ xm; n ¤ m; n;m 2 N:

下面我们来证明序列 hxni收敛于 c.
事实上, 由于 c 2 Œan; bn� .8n 2 N/,所以

jxn � cj ⩽ bn � an D
ı

2n
.8n 2 N/:

令 n ! C1即得 lim
n!1

xn D c . 由于 xn.n 2 N/互异, 故 c 是集合 A的聚点.
6. 有界序列的收敛子序列

定理 3.9 (Bolzano-Weierstrass定理)

~
任何一个有界实数序列 hxni都有收敛的子序列.

证明 令 A D fxn j n 2 Ng.则 A是有限集或无限集.
1. 设 A 是有限集. 于是 A D fxi1

; xi2
; � � � ; xim

g :8j D 1; 2; � � � ; m, 令 Nj D
˚
n 2 N j xn D xij

	
, 则

N D

m

[
j D1

Nj . 由于有限集的并仍然是有限集, 因此至少存在某一个 Ns.1 ⩽ s ⩽ m/是无限集. 因

为 Ns 是可数集, 故存在严格单调上升映射 k W N ! Ns .
现在, xk.n/ D xis

.8n 2 N/ . 因此
˝
xk.n/

˛
是 hxni的一个常值子序列, 它当然收敛.

2. 设 A是无限集, 根据聚点定理, A至少有一个聚点 c,并且由聚点定理的证明过程可知, 从 A中可

以选出一个元素互异的子序列
˝
xk.n/

˛
使得

˝
xk.n/

˛
收敛于 c.

例题 3.27证明若 hxni不是无穷大序列, 则 hxni一定有收敛的子序列.
这是因为若 hxni不是无穷大序列, 则由定义可知：

.9M > 0/.8n 2 N/ .9kn 2 N; kn ⩾ n/ H)
ˇ̌
xkn

ˇ̌
⩽M:
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3.4 实数的连续性

不失一般性, 我们可以假设 kn < knC1;8n 2 N . 由此得到的 hxni的子序列
˝
xkn

˛
是有界的, 根据

Bolzano-Weierstrass定理,
˝
xkn

˛
从而 hxni有收敛的子序列存在.

7. 有限覆盖

定义 3.9

|

设 X � R是任一非空集合. fU�g�2�是 R的一子集族.
1. 若 X � [

�2�

U�,则称 fU�g�2�是 X 的一个覆盖.

2. 设 fU�g�2� 是 X 的一个覆盖, 并且存在有限个 U�1
; U�2

, � � � ; U�m
使得 X �

m

[
iD1

U�i
,则称

fU�g�2�有有限子覆盖.

例题 3.28 设 X D .0; 1/; Un D

�
1

n
; 1

�
.n 2 N/,则

.0; 1/ D [
n2N

Un:

因此 fUngn2N是 .0; 1/的一个覆盖.

例题 3.29 设 X D Œ0; 1�; V1 D Œ�1; 0�; Vn D

�
1

n
; 1C

1

n

�
.n ⩾ 2 )则

Œ0; 1� � [
n2N

Vn

因此 fVngn2N是 Œ0; 1�的一个覆盖.

例题 3.30 设 X D .0;C1/;Wn D

�
1

n
; n

�
.n 2 N/,则

.0;C1/ D [
n2N

Wn:

因此 fWngn2N 是 .0;C1/的一个覆盖.

定理 3.10 (Cantor有限覆盖定理)

~
设 Œa; b�是任一有限闭区间. 则 Œa; b�的任一开区间族覆盖 f.a�; b�/g�2�有有限子覆盖.

证明 分三步进行.
第一步：证明开区间族覆盖 f.a�; b�/g�2�具有下述性质：

.9ı > 0/.8x 2 Œa; b�/.9� 2 �/ H) .x � ı; x C ı/ � .a�; b�/: (3.3)

(数 ı称为覆盖 .a�; b�/g�2� 的 Lebesgue数)
用反证法证明. 假设(3.3)不成立. 则

.8n 2 N/ .9xn 2 Œa; b�/ .8� 2 �/ H)

�
xn �

1

n
; xn C

1

n

�
š .a�; b�/: (3.4)

由此得一实数序列 hxni.根据 Bolzano-Weierstrass定理, hxni有收敛的子序列. 不失一般性, 我们可以
假设 hxni本身收敛, 并令 lim

n!C1
xn D Nx.则 Nx 2 Œa; b�.

由于 Œa; b� � [
�2�

.a�; b�/,故存在 N� 2 �使得 Nx 2 .a N�
, b N�

/. 于是 � D min
�

Nx � a N�
; b N�

� Nx
�
> 0 .

取 n 2 N充分大使得
1

n
<
�

2
及 jxn � Nxj <

�

2
,则

8x 2

�
xn �

1

n
; xn C

1

n

�
H) jx � Nxj ⩽ jx � xnj C jxn � Nxj <

�

2
C
�

2
D �
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此即表明

�
xn �

1

n
; xn C

1

n

�
� .a N�

; b N�
/.这与(3.4)相矛盾. 因此(3.3)成立. 显然 f.x � ı; x C ı/gx2Œa;b� 是

Œa; b�的一个覆盖.
第二步：证明开区间族 f.x � ı; x C ı/gx2Œa;b�有限覆盖了 Œa; b�.
仍然用反证法证明. 假设它不能有限覆盖 Œa; b� . 任取 Nx1 2 Œa; b�,则 . Nx1 � ı; Nx1 C ı/不能覆盖 Œa; b�.

从而存在 Nx2 2 Œa; b� � . Nx1 � ı; Nx1 C ı/ . 于是 j Nx2 � Nx1j ⩾ ı .
现在假设已经选取了 Nx1; Nx2; � � � ; Nxn 2 Œa; b�,使得ˇ̌

Nxi � Nxj

ˇ̌
⩾ ı;8i; j D 1; 2; � � � ; n; i ¤ j:

由于 f. Nx1 � ı; Nx1 C ı/; . Nx2 � ı; Nx2 C ı/; � � � ; . Nxn � ı; Nxn C ı/g不能覆盖 Œa; b�,故必有

NxnC1 2 Œa; b� �

n

[
iD1

. Nxi � ı; Nxi C ı/:

显然 j NxnC1 � Nxi j ⩾ ı;8i D 1; 2; � � � ; n.
根据归纳法, 我们得到一点序列 h Nxni使得

Nxn 2 Œa; b�.8n 2 N/;
ˇ̌
Nxi � Nxj

ˇ̌
⩾ ı;8i; j 2 N; i ¤ j:

这样一来, 我们将得到矛盾. 因为一方面由于
ˇ̌
Nxi � Nxj

ˇ̌
⩾ ı.8i , j 2 N; i ¤ j /知序列 h Nxni不可能有任

何收敛子序列, 另一方面由于 h Nxni是有界序列, 故由 Bolzano-Weierstrass定理知 f.h Nxni必然有收敛子

序列. 此矛盾正好证明了 Œa; b�的开覆盖 f.x � ı, x C ı/gx2Œa;b�有有限子覆盖. 令

Œa; b� �

m

[
iD1

.xi � ı; xi C ı/

第三步：证明 f.a�; b�/g�2�有有限子覆盖.
根据(3.3), 对每一个 xi .i D 1; 2; � � � ; m/存在 �i 2 �使得 .xi � ı; xi C ı/ � .a�i

; b�i
/.因此

Œa; b� �

m

[
iD1

.a�i
; b�i

/

注 Cantor有限覆盖定理中三个条件：1)Œa; b�的闭性, 2)Œa; b�的有界性, 3)覆盖的开性对保证覆盖具有
有限覆盖性是非常重要的, 否则, 定理的结论可以不成立.

例如, 例3.28中的覆盖 fUngn2N没有有限子覆盖. 因为 .0; 1/不是闭区间；例3.29中的覆盖 fVngn2N

也没有有限子覆盖, 因为 fVngn2N不是开区间族覆盖；例3.30中的覆盖 fWngn2N同样没有有限子覆盖,
因为 .0;C1/不是有界的.

表征实数集 R的完备性的七个定理到此证明完毕. 读者可以发现, 除了 Cauchy收敛准则的证明是
独立的外, 其它的都是用前一定理证明后一定理的. 因此为了完成这七个连续性定理的等价性证明, 我
们还必须用 Cantor有限覆盖定理证明 Cauchy收敛准则.

Cantor有限覆盖定理 H) Cauchy收敛准则.
必要性同定理3.3的证明.
充分性设 hxni是任一 Cauchy序列. 那么 hxni是有界序列. 于是存在M > 0使得

xn 2 Œ�M;M� .8n 2 N/:

下面我们用反证法证明 hxni收敛. 假设 hxni发散. 那么 8a 2 Œ�M;M�,序列 hxni不收敛于 a . 于
是由定义

.9".a/ > 0/.8n 2 N/ .9kn 2 N; kn ⩾ n/ H)
ˇ̌
xkn

� a
ˇ̌
⩾ ".a/:
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由于 hxni是 Cauchy序列, 对 ".a/ > 0,存在 N 2 N使得

8n;m 2 N; n;m ⩾ N H) jxn � xmj <
1

2
".a/:

因 kN ⩾ N ,所以
8n 2 N; n ⩾ N H) jxn � aj D

ˇ̌
xn � xkN

C xkN
� a

ˇ̌
⩾
ˇ̌
xkN

� a
ˇ̌
�
ˇ̌
xn � xkN

ˇ̌
> ".a/ �

1

2
".a/ D

1

2
".a/:

这个不等式表明在开区间

�
a �

1

2
".a/; aC

1

2
".a/

�
中最多包含序列 hxni的 N 项. 由于 a 2 Œ�M;M�的

任意性, 我们得到闭区间 Œ�M;M�的一个开区间族覆盖 f.a �
1

2
".a/; aC

1

2
".a//ga2Œ�M;M�.根据 Cantor

有限覆盖定理, 存在有限个 a1; a2; � � � ; am 2 Œ�M;M�使得

Œ�M;M� �

m

[
iD1

�
ai �

1

2
" .ai / ; ai C

1

2
" .ai /

�
:

由于每一个开区间 .ai �
1

2
" .ai / ; ai C

1

2
" .ai //.i D 1; 2, � � � ; m/最多只包含序列 hxni的有限项, 那

么 Œ�M;M�中就只包含 hxni的有限项, 这与 xn 2 Œ�M;M�.8n 2 N/的事实相矛盾, 因此序列 hxni收

敛.

K�习题 3.4k

1. 设 hani,hbni是两个 Cauchy序列.
1) 证明：序列 hjanji,han ˙ bni,hanbni都是 Cauchy序列；

2) 在什么条件下,
�
an

bn

�
是 Cauchy序列？

2. 设 hani是任一实数序列, 证明：

hani是 Cauchy序列 ” .8" > 0/.9N 2 N/.8n ⩾ N/ ) jan � aN j < ":

3. 设 hani是任一 Cauchy序列, 试利用极限定义证明：如果 hani有收敛子序列, 则 hani收敛.
4. 设 hani是一实数序列, 满足条件：

.9M > 0/.8n 2 N/ ) ja2 � a1j C ja3 � a2j C � � � C janC1 � anj < M;

证明：序列 hani收敛.
5. 设 f W R ! R是任一函数, 满足条件：

jf .x/ � f .y/j ⩽ �jx � yj;8x; y 2 R; .0 ⩽ � < 1/:

1) 若 a1 2 R, 且 anC1 D f .an/ .8n 2 N/, 证明：hani是 Cauchy序列；
2) 考虑 Kepler方程 x D a sin x C b, 这里 0 < a < 1; b 2 R, 证明：Kepler方程有唯一解存在.

6. 用 Cauchy收敛准则证明实数序列 hsinni发散.
7. 设 A � R是非空上有界集.

1) 证明：集合 �A D f�xjx 2 Ag是下有界集, 并且 supA D � inf.�A/；
2) 证明：A的所有上界组成的集合 B 是下有界集, 并且 infB D supA；
3) 证明：若 x 2 A并且 x < supA, sup.A � fxg/ D supA；
4) 证明：若 x 2 A并且 sup.A � fxg/ < supA, x D supA.
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8. 设 A;B � R是两个非空集合.
1) 若 A � B , 则 supA ⩽ supB , infA ⩾ infB；
2) 若 8x 2 A; 8y 2 B; x ⩽ y, 则 supA ⩽ infB；
3) 若 A [ B D R, 并满足 2)中的条件, 则 supA D infB .

9. 设 A;B � R是两个非空集合, 定义：

AC B D fx C y j x 2 A; y 2 Bg; AB D fxy j x 2 A; y 2 Bg:

1) 证明：若 A;B 是上有界集, 则 AC B ,AB ,A [ B ,A \ B.¤ ∅/都是上有界集, 并且

sup.AC B/ D supAC supB;

sup.AB/ D supA � supB; .8x 2 A; y 2 B; x > 0; y > 0/;

sup.A [ B/ D sup.supA; supB/;

sup.A \ B/ ⩽ inf.supA; supB/:

2) 证明：若 A;B 是下有界集, 则 AC B ,AB ,A [ B ,A \ B.¤ ∅/都是下有界集, 并且：

inf.AC B/ D infAC infB;

inf.AB/ D infA � infB; .8x 2 A; y 2 B; x > 0; y > 0/;

inf.A [ B/ D inf.infA; infB/;

inf.A \ B/ ⩾ sup.infA; infB/:

10. 设 I � R是一个非空集合. 证明：I 是一个区间当且仅当

8x; y 2 I; x < y ) .x; y/ � I:

11. 设 fA�g�2�是 R上的非空上有界集族, 记

A D [
�2�

A�; B D fsupA� j � 2 �g:

证明：A是上有界集的充要条件是 B 是上有界集, 并且此时 supA D supB .
12. 设 A � R是一个非空集, 使得 A与 R � A是 R的两个开集.

1) 证明：A不是上有界集；
2) 假设 R � A ¤ ∅, 令 x 2 R � A, 并设 B D fy 2 A j x ⩽ yg, 证明：B ¤ ∅, 并且 B 有下确

界 m满足 x < m；

3) 证明：m … A, m … R � A, 由此推出 A D R.
13. 设 hani是任一有界实数序列, 满足不等式：2an ⩽ an�1 C anC1;8n > 1:令 bn D anC1 � an.

1) 证明：hbni是单调上升序列；

2) 证明： lim
n!C1

bn D 0.

14. 设 x0 > 0, 定义序列 hxni为：xn D
p
2xn�1.n 2 N/:证明：此序列收敛, 并求其极限.

15. 设 0 < a1 < b1, 定义递推关系如下：

anC1 D
p
anbn; bnC1 D

1

2
.an C bn/ .8n 2 N/:

证明：hani与 hbni收敛于同一极限.
16. 设 �1 ⩽ a < b ⩽ C1, 函数 f W Œa; b� ! Œa; b�满足条件：

8x; y 2 Œa; b�; jf .x/ � f .y/j < jx � yj:
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定义序列 hxni为：xnC1 D
1

2
.xn Cf .xn//; x1 2 Œa; b�:证明： lim

n!C1
xn D x存在, 并且 x D f .x/.

17. 设 a > 0; b > 0; c > 0, 定义初始值为：
3

u0
D
1

a
C
1

b
C
1

c
; v0 D

3p
abc;w0 D

aC b C c

3
;

证明：由下述递推公式

3

unC1
D

1

un
C

1

vn
C

1

wn
; vnC1 D 3

p
unvnwn; wnC1 D

un C vn C wn

3

所定义的序列 huni ; hvni ; hwni收敛于同一极限.
18. 设 a0 > 0; hani是由下述递推关系式所定义的实数序列：

2an D
1

2
C a2

n�1 .8n 2 N/:

用 ˛; ˇ.˛ < ˇ/表示方程 x2
� 2x C

1

2
D 0的两个实根. 试分别讨论初始值 a0 为下列四种情况时

的序列 hani的收敛性：

1)a0 D a或 ˇ, 2/a0 2 .0; ˛/, 3/a0 2 .˛; ˇ/, 4/a0 > ˇ .
19. 设 a0 ⩾ 0; an D

1

2 �
p
an�1

.8n 2 N/:

1) 写出函数 x 7�! f .x/ D
1

2 �
p
x
的定义域 Dom.f /,证明：8a0 > 4,序列 hani无定义.

2) 求解函数方程 f .x/ D x . 设 ! 是它的最大不动点.
3) 讨论 a0 2 Œ0; !�; a0 2 .!; 4/时序列 hani的可定义性及其收敛性.
4) 由此推得 hani收敛, 当目仅当 a0 2 Œ0; !� . 并求出其极限.

20. 设 hani是任一正实数序列, 定义：

xn D

r
a1 C

q
a2 C � � � C

p
an .8n 2 N/:

1) 证明：若 hani是常值序列, 则序列 hxni收敛, 并求出其极限.
2) 设 an D ab2n.n 2 N/,这里 a > 0; b > 0 . 证明相应的序列 hxni收敛, 并求其极限.
3) 证明：实数序列 hxni收敛, 当且. 仅当序列

D
.an/

2�n
E
是上有界的.

4) 利用上述结论研究下列三种情况下的序列 hxni的收敛性.

an D n; an D nŠ; an D nn:

21. 有界实数序列 hxni收敛于 a的充分必要条件是 hxni的所有收敛子序列有极限 a .
22. 设 hxni是一实数序列, xn ⩾ 0.8n 2 N/. 假设 lim

n!C1
n .xn C x2n/ D 1.

1) 令 yn D nxn.n 2 N/, 证明：hyni是有界序列；

2) 证明：若 hyni收敛, 则其极限为
2

3
；

3) 利用第 21题结论, 证明： lim
n!C1

nxn D
2

3
.

23. 设 X 是任一非空集合. 若 a是 X 的上 (下)确界, 并且 a … X . 证明：
1) 存在实数序列 hxni ; xn 2 X.n 2 N/使得 lim

n!C1
xn D a .

2) a是 X 的聚点.

24. 设集合 E D

(�
1

m
C
1

n

�mCn

j m; n 2 N

)
, 记 E 0为 E 的聚点集. 证明：E 0

D f0; eg . 为此.

1) 令

E1 D

(�
1

m
C
1

n

�mCn

j n ⩾ m ⩾ 2

)
; E2 D

(�
1C

1

n

�1Cn

j n 2 N

)
;
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若 E 0
1�E

0
2分别表示 E1�E2的聚点集, 证明：E 0

D E 0
1 [E 0

2 .
2) 证明：E 0

1 D f0g; E 0
2 D feg . 因此 E 0

D f0; eg .
25. 设 G � R是一非空集合. 我们称 G 是实数加群 R的一个加子群, 如果 G 具有下述性质：

1) 若 x; y 2 G, 则 x C y 2 G；

2) 若 x 2 G, 则 �x 2 G.
1) 证明：Z是 R的加子群, 8a 2 R; aZ也是加子群；

2) 证明：8a; b 2 R; G.a; b/ D aZ C bZ是 R的加子群；

3) 现设 G 是 R的任一加子群, 并且 G ¤ f0g . 考虑集合

G�
D fx 2 G j x > 0g:

a) 证明 G�
¤ ∅ . 令 ˛ D infG� .

b) 若 ˛ > 0,证明：˛ 2 G�并且 G D ˛Z .
c) 若 ˛ D 0,证明：G 在 R中稠密 (即 8" > 0;8x 2 R; 9y 2 G 使得 jy � xj < "/ .
d) 若 F 是 R的任一个异于 R的闭加子群, 则存在 a 2 R使得 F D aZ .
e) 若 E 是 R的任一非闭加子群, 则 E 在 R中稠密.
f) 若 a; b 2 R � f0g,并且

b

a
为无理数, 证明加子群 G.a; b/ ¤ R并且在 R中稠密.

26. 利用区间套定理证明任一有限闭区间 Œa; b�的点是不可数的.
27. 利用确界存在定理、区间套定理证明 Cantor有限覆盖定理.
28. 设 I D Œ0; 1�: A; B � I 是两个非空子集, 使得 A D fŒ0; a/ga2A [.b; 1�gb2B 是 I 的一个覆盖. 证
明 A 有有限子覆盖.

29. 设 Œa; b�是一有限闭区间. C D fŒa�; b��g�2�是 Œa; b�的一闭子区间族. 我们称 C 是 Œa; b�的一个

完全覆盖, 如果它具有下述性质：

.8x 2 Œa; b�/.9ı.x/ > 0/.8Œ˛; ˇ� � Œa; b�且 x 2 Œ˛; ˇ�; jˇ � ˛j < ı.x// H) Œ˛; ˇ� 2 C :

1) 设 C 是 Œa; b�的任一完全覆盖. 证明 C 包含 Œa; b�的一个分割, 即存在 a D x0 < x1 < � � � <

xn�1 < xn D b,使得 8i D 1; 2; � � � ; n; Œxi�1; xi � 2 C (提示：用反证法及区间套定理证明)
2) 设 f.a�; b�/g�2� 是 Œa; b�的任一开区间族覆盖. 令 C D fI j I 是 Œa; b�的闭子区间且 9� 2

�; I � .a�; b�/g . 证明 C 是 Œa; b�的一个完全覆盖, 由此并利用 1)推出 Cantor有限覆盖定
理.

3) 设 X � R是任一有界无限点集. 令 X � Œa; b�及 C D fI j I 是 Œa; b�的闭子区间且 I \X 为

有限集 g . 证明：C 是 Œa; b�的一个完全覆盖, 由此并利用 1)推出聚点定理.

3.5 序列的上、下极限集

设 hxni是任一实数序列. 若 hxni有极限 a 2 R,则它的所有子序列都有同一极限. 若 hxni发散, 则
hxni的子序列的收敛情形就复杂了, 对这些子序列的收敛性的研究将有助于我们对序列 hxni本身的认

识.
1. 上、下极限的定义
我们考虑序列 hxni的下述四种情况：
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1. hxni有上界：这时实数序列

n 7�! sup
m⩾n

xm.n 2 N/

是单调下降的. 因此极限 lim
n!C1

�
sup
m⩾n

xm

�
有限或 �1 .

2. hxni有下界：这时实数序列

n 7�! inf
m⩾n

xm.n 2 N/

是单调上升的. 于是极限 lim
n!C1

�
inf

m⩾n
xm

�
有限或C1 .

3. hxni无上界：这时 8n 2 N; sup
m⩾n

xm D C1 .

4. hxni无下界：这时 8n 2 N; inf
m⩾n

xm D �1 .

根据上述分析, 我们引进序列上、下极限的下述定义.

定义 3.10

|

设 hxni是任一实数序列, 它的上极限 lim
n!�1

xn与下极限 lim
n!C1

xn定义如下：

1. 若 hxni有上界, 则 lim
n!C1

xn D lim
n!C1

�
sup
m⩾n

xm

�
.

2. 若 hxni有下界, 则 lim
n!C1

xn D lim
n!C1

�
inf

m⩾n
xm

�
.

3. 若 hxni无上界, 则 lim
n!C1

xn D C1 .

4. 若 hxni无下界, 则 lim
n!C1

xn D �1 .

由上述定义可知, 若 hxni是有界序列, 则其上, 下极限 lim
n!C1

xn与 lim
n!C1

xn存在并且有限.

例题 3.31考虑实数序列 h.�1/ni与 h.�1/nni.
显然, 我们有

lim
n!C1

.�1/n D 1; lim
n!C1

.�1/n D �1

lim
n!C1

.�1/nn D C1; lim
n!C1

.�1/nn D �1

例题 3.32考虑实数序列
�
1

n
C
�
.�1/n � 1

�
n

�
.

由于

sup
m⩾n

�
1

m
C
�
.�1/m � 1

�
m

�
D

8̂<̂
:
1

n
; 若 n D 2k；

1

nC 1
; 若 n D 2k C 1:

inf
m⩾n

�
1

m
C
�
.�1/m � 1

�
m

�
D �1:

故

lim
n!C1

�
1

n
C ..�1/n � 1/n

�
D lim

n!C1
sup
m⩾n

�
1

m
C ..�1/m � 1/m

�
D 0;

lim
n!C1

�
1

n
C ..�1/n � 1/n

�
D �1:

2. 上、下极限的性质
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描述序列上、下极限之间的关系有下述定理

定理 3.11

~

设 hxni � hyni是任意两个实数序列, 则
1. lim

n!C1

xn D � lim
n!C1

.�xn/ ; lim
n!C1

xn ⩽ lim
n!C1

xn.

2. 若 xn ⩽ yn.8n 2 N/,则

lim
n!C1

xn ⩽ lim
n!C1

yn; lim
n!C1

xn ⩽ lim
n!C1

yn

证明

1. 不论 hxni的有界性如何, 下述关系式恒成立：

inf
m⩾n

xm D � sup
m⩾n

.�xm/ ; inf
m⩾n

xm ⩽ sup
m⩾n

xm.8n 2 N/

于是由序列上、下极限的定义立即推知

lim
n!C1

xn D � lim
n!C1

.�xn/ ; lim
n!C1

xn ⩽ lim
n!C1

xn

2. 由于 xn ⩽ yn.n 2 N/,故不论 hxni � hyni的有界性如何, 下述不等式总是成立：

inf
m⩾n

xm ⩽ inf
m⩾n

ym; sup
m⩾n

xm ⩽ sup
m⩾n

ym.8n 2 N/

若 hxni有下界, 则 hyni也有下界, 从而

lim
n!C1

xn D lim
n!C1

�
inf

m⩾n
xm

�
⩽ lim

n!C1

�
inf

m⩾n
ym

�
D lim

n!C1

yn

若 hxni无下界, 则 lim
n!C1

xn D �1,从而不论 hyni是否有下界, 恒有

�1 D lim
n!C1

xn ⩽ lim
n!C1

yn:

同理可证关于上极限的不等式.
因此

lim
n!C1

xn ⩽ lim
n!C1

yn; lim
n!C1

xn ⩽ lim
n!C1

yn:

下面我们来看看序列的上、下极限是如何刻划序列本身特性的.

定理 3.12
设 hxni是任一实数序列.

1. lim
n!C1

xn D a 2 R则

a D �1 ” lim
n!C1

xn D �1;

a D C1 ” .8M > 0/ .9k1 < k2 < � � � < kn < � � � / H) xkn
> M;

a 2 R ” .8" > 0/

(
.9N 2 N/.8n 2 N; n ⩾ N/ H) xn < aC ";

.9k1 < k2 < � � � < kn < � � � / H) xkn
> a � ":
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~

2. lim
n!C1

xn D a 2 R则

a D C1 ” lim
n!C1

xn D C1;

a D �1 ” .8M > 0/ .9k1 < k2 < � � � < kn < � � � / H) xkn
< �M;

a 2 R ” .8" > 0/

(
.9N 2 N/.8n 2 N; n ⩾ N/ H) a � " < xn;

.9k1 < k2 < � � � < kn < � � � / H) xkn
< aC ":

证明 由于 lim
n!C1

xn D � lim
n!C1

.�xn/,故我们只对上极限情形进行证明.

(必要性)若 lim
n!C1

xn D a D �1, 则由 lim
n!C1

xn D lim
n!C1

�
sup
m⩾n

xm

�
知

.8M > 0/.9N 2 N/.8n 2 N; n ⩾ N/ ) sup
m⩾n

xm < �M ) xn < �M;

因此 lim
n!C1

xn D �1.

若 lim
n!C1

xn D C1, 则由定义, 序列 hxni无上界. 从而

.8M > 0/.9k1 < k2 < � � � < kn < � � � / ) xkn
> M:

若 lim
n!C1

xn D a 2 R, 则由 lim
n!C1

xn D lim
n!C1

�
sup
m⩾n

xm

�
知

.8" > 0/.9N 2 N/.8n 2 N; n ⩾ N/

) a � " < sup
m⩾n

xm < aC "

) xn < aC ":

另一方面, 由上确界特性我们得到

9k1 < k2 < � � � < kn < � � � H) xkn
> a � ":

(充分性)若 lim
n!C1

xn D �1 . 则由定义

.8M > 0/.9N 2 N/.8n 2 N; n ⩾ N/ H) xn < �M

H) sup
m⩾n

xm ⩽ �M:

因此 lim
n!C1

xn D �1 .

若 ( 8M > 0 )( 9k1 < k2 < � � � < kn < � � � )H) xkn
> M . 则序列 hxni 无上界, 由定义知

lim
n!C1

xn D C1 .

若 .8" > 0/

(
.9N 2 N/.8n 2 N; n ⩾ N/ H) xn < aC "

.9k1 < k2 < � � � < kn < � � � / H) a � " < xkn

则

8n 2 N; n ⩾ N H) sup
m⩾n

xm ⩽ aC ":

另一方面, 由于 8n 2 N; n ⩾ N 有 kn ⩾ n ⩾ N ,故

sup
m⩾n

xm ⩾ xkn
> a � ":
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3.5 序列的上、下极限集

因此

8n 2 N; n ⩾ N H) a � " < sup
m⩾n

xm ⩽ aC ":

此即表明 lim
n!C1

�
sup
m⩾n

xm

�
D a,即 lim

n!C1
xn D a.

推论 3.3

~

设 hxni是任一实数序列, a 2 R,则

lim
n!C1

xn D a ” lim
n!C1

xn D lim
n!C1

xn D a:

证明 (必要性)设 lim
n!C1

xn D a . 由定义

.8" > 0/.9N 2 N/.8n 2 N; n ⩾ N/ H) a � " < xn < aC ":

于是由定理3.12知, lim
n!C1

xn D lim
n!C1

xn D a.

(充分性)设 lim
n!C1

xn D lim
n!C1

xn D a.则由定理3.12知,

.8" > 0/

8<:.9N1 2 N/ .8n 2 N; n ⩾ N1/ H) a � " < xn:

.9N2 2 N/ .8n 2 N; n ⩾ N2/ H) xn < aC ":

令 N D max .N1; N2/,则
8n 2 N; n ⩾ N H) a � " < xn < aC ":

因此 lim
n!C1

xn D a .

下面的定理给出了上、下极限与子序列极限之间关系.

定理 3.13

~

设 hxni是任一实数序列, 则
1. lim

n!C1
xn是 hxni的所有收敛子序列的极限的最大者.

2. lim
n!C1

xn是 hxni的所有收敛子序列的极限的最小者.

证明 因为 lim
n!C1

xn D � lim
n!C1

.�xn/,故我们只需证明结论 1).

首先假设 hxni无上界.
这时 lim

n!C1
xn D C1 . 由于 hxni无上界, 故存在 hxni的一个子序列

˝
xkn

˛
使得 lim

n!C1
xkn

D C1,

因此 lim
n!C1

xn是 hxni的所有收敛子序列的极限的最大者.

其次假设 hxni有上界.

这时 lim
n!C1

xn D lim
n!C1

�
sup
m⩾n

xm

�
有限或 �1 . 下面分别讨论之.

1. lim
n!C1

xn D A 2 R .

我们首先证明存在 hxni 的一个子序列 hxmn
i 使得 lim

n!C1
xmn

D A . 令 an D sup
m⩾n

xm . 于是

A D inf
n2N

an . 对 " D 1 > 0,存在 N1 2 N使得 A ⩽ aN1
< AC 1.另一方面, 由于 aN1

D sup
m⩾N1

xm,
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3.5 序列的上、下极限集

故存在 m1 ⩾ N1使得 aN1
� 1 < xm1

⩽ aN1
,从而

A � 1 ⩽ aN1
� 1 < xm1

< AC 1

对 " D
1

2
> 0,同样由于 A D inf

n2N
an,存在 N2 2 N,且 N1 < N2 使得 A ⩽ aN2

< A C
1

2
. 再由

aN2
D sup

m⩾N2

xm推知, 存在 m2 > m1且 m2 ⩾ N2使得 aN2
�
1

2
< xm2

⩽ aN2
,从而

A �
1

2
⩽ aN2

�
1

2
< xm2

< AC
1

2
:

此过程可无限地继续下去. 于是我们得到 hxni的一子序列 hxmn
i,使得

A �
1

n
⩽ aNn

�
1

n
< xmn

< AC
1

n
;Nn�1 < Nn ⩽ mn < mnC1

.8n 2 N/.此即等价于 lim
n!C1

xmn
D A.

现在假设 hxsn
i是 hxni的任一收敛子序列并且 lim

n!C1
xsn

D A0 . 我们来证明 A0 ⩽ A .

事实上, 由 hani的单调下降性, 8n 2 N,存在 ln 2 N,使得

asn
⩽ aNln

; ln ! C1.n ! C1/

从而

xsn
⩽ asn

⩽ aNln
< xmln

C
1

ln
.8n 2 N/:

两边令 n ! C1取极限即得 A0 ⩽ A.此即表明 A是 hxni的所有收敛子序列极限的最大者.
2. lim

n!C1
xn D �1 . 这时, 由于 inf

n2N
an D �1, 故 8n 2 N; 9kn ⩾ 1 使得 akn

< �n . 而 akn
D

sup
m⩾kn

xm,故

8l ⩾ kn; xl ⩽ akn
< �n;

由此可知 lim
n!C1

xn D �1,因此 hxni的所有子序列的极限都是 �1,

这个定理也正好解释了为什么我们称 lim
n!C1

xn与 lim
n!C1

xn为序列 hxni的上极限与下极限.

作为这一节的结束, 我们给出一个实数序列, 它的所有收敛子序列的极限形成一个闭区间.
例题 3.33考虑实数序列 hcosni.证明：

1. lim
n!C1

cosn D 1; lim
n!C1

cosn D �1,

2. 8A 2 Œ�1; 1�,存在 hcosni的子序列 hcos kni使得 lim
n!C1

cos kn D A .

证明 首先, 我们注意到 j cosnj ⩽ 1.n 2 N/,因此 hcosni的所有收敛子序列的极限属于闭区间 Œ�1; 1�.
先证明 2). 我们只需证明集合 fcosn j n 2 Ng在 Œ�1; 1�中稠密, 即证明

8x; y 2 Œ�1; 1�且 x < y; 9p 2 N H) x < cosp < y:

令 ˛; ˇ 2 Œ0; ��,使得 cosˇ D x; cos˛ D y,于是 Œ˛; ˇ� � Œ0; �� . 定义集合

G.1; 2�/ D fp C 2�q j p; q 2 Zg:

根据 §4习题 25的结论知 G.1; 2�/在 R中稠密. 因此存在 p; q 2 Z使得 p C 2�q 2 .˛; ˇ/,由此推得

x D cosˇ < cos.p C 2�q/ < cos˛ D y

或

x < cosp < y

由于 cos是偶函数, 故可以认为 p 2 N,从而集合 fcosn j n 2 Ng在 Œ�1; 1�中稠密. 因此 1)的结论顺便
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�习题 3.5

得到了.

K�习题 3.5k

1. 计算下列各上、下极限：
1) lim

n!C1

.�1/n

n
; lim

n!C1

.�1/n

n
；

2) lim
n!C1

n.�1/n; lim
n!C1

n.�1/n；

3) lim
n!C1

.�1/n
�
1C

1

n

�
; lim

n!C1

.�1/n
�
1C

1

n

�
；

4) lim
n!C1

�
1

n
C .1C .�1/n/n

�
; lim

n!C1

�
1

n
C .1C .�1/n/n

�
；

5) lim
n!C1

n � 1

nC 1
cos

2n�

3
; lim

n!C1

�
n � 1

nC 1

�
cos

2n�

3
.

2. 设 hxni,hyni是任意两个有界实数序列. 证明：
1) 8� > 0; lim

n!C1
.�xn/ D � lim

n!C1
xn; lim

n!C1

.�xn/ D � lim
n!C1

xn�

2)
lim

n!C1

xn C lim
n!C1

yn ⩽ lim
n!C1

.xn C yn/ ⩽ lim
n!C1

xn C lim
n!C1

yn;

lim
n!C1

xn C lim
n!C1

yn ⩽ lim
n!C1

.xn C yn/ ⩽ lim
n!C1

xn C lim
n!C1

yn�

3) 若 xn ⩾ 0,yn ⩾ 0 .8n 2 N/, 则

lim
n!C1

xn � lim
n!C1

yn ⩽ lim
n!C1

.xnyn/ ⩽ lim
n!C1

xn � lim
n!C1

yn;

lim
n!C1

xn � lim
n!C1

yn ⩽ lim
n!C1

.xnyn/ ⩽ lim
n!C1

xn � lim
n!C1

yn:

3. 设 hxni收敛, hyni有界. 证明：

lim
n!C1

.xn C yn/ D lim
n!C1

xn C lim
n!C1

yn;

lim
n!C1

.xn C yn/ D lim
n!C1

xn C lim
n!C1

yn:

4. 设 hxni,hyni满足条件：

lim
n!C1

xn < 0; hyni有界,且 lim
n!C1

xnyn D lim
n!C1

xn � lim
n!C1

yn:

证明：序列 hyni收敛.
5. 设 hxni,hyni,hzni满足：

xn ⩽ zn ⩽ yn .8n 2 N/; lim
n!C1

yn ⩽ lim
n!C1

xn:

证明： lim
n!C1

xn D lim
n!C1

yn D lim
n!C1

zn:

6. 设 hxni是任一严格正的实数序列. 证明：

lim
n!C1

n

�
1C xnC1

xn
� 1

�
⩾ 1:
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第四章 一元实值函数的极限

这一章我们介绍一元实值函的极限概念及其性质, 特别研究了一类重要函数——连续函数的若干
特性.

4.1 函数极限的定义

设 f 是任一映射. 若
Dom.f / D X � R;Ran.f / � R;

则今后我们称 f W X ! R为一元实值函数, 或简称为一元函数或函数.
1. .a; A/型函数极限

定义 4.1

|

设 f W X ! R是任一函数, a 2 R是 X 的一聚点. A 2 R是一定数.
1. 我们称函数 f 当 x趋于 a时极限存在并以 A为极限, 如果下述性质成立：

.8" > 0/.9ı > 0/.8x 2 X \ VB.a; ı// H) jf .x/ � Aj < ":

这时, 记为
lim

x!a
f .x/ D A 或 f .x/ ! A.x ! a/:

2. 我们称函数 f 当 x > a且趋于 a时右极限存在并以 A为右极限, 如果 a是右侧聚点, 并且
下述性质成立：

.8" > 0/.9ı > 0/
�
8x 2 X \ VBC.a; ı/

�
H) jf .x/ � Aj < ":

这时, 记为

lim
x!aC

f .x/ D A D f
�
aC
�
或 f .x/ ! A D f

�
aC
� �
x ! aC

�
3. 我们称函数 f 当 x < a且趋于 a时左极限存在并以 A为左极限, 如果 a是左侧聚点, 并且
下述性质成立：

.8" > 0/.9ı > 0/
�
8x 2 X \ VB�.a; ı/

�
H) jf .x/ � Aj < ":

这时, 记为

lim
x!a�

f .x/ D A D f .a�/ 或 f .x/ ! A D f .a�/ .x ! a�/

注

1. 由于 jf .x/ � Aj < "等价于 f .x/ 2 B.A; "/,故上述三个极限定义可表示为下面的形式：

lim
x!a

f .x/ D A ” .8" > 0/.9ı > 0/ H) f .X \ VB.a; ı// � B.A; "/;

lim
x!aC

f .x/ D A ” .8" > 0/.9ı > 0/ H) f
�
X \ VBC.a; ı/

�
� B.A; "/;

lim
x!a�

f .x/ D A ” .8" > 0/.9ı > 0/ H) f
�
X \ VB�.a; ı/

�
� B.A; "/:

2. 从上面的三个极限定义可以看出, 极限 lim
x!a

f .x/ D A

�
lim

x!aC
f .x/ D A; lim

x!a�
f .x/ D A

�
反映的



4.1 函数极限的定义

是函数 f 当 x ! a
�
x ! aC 或 x ! a�) 时的变化趋势. 因此 a 是否属于 X 无关紧要, 即使

a 2 X ,函数 f 当 x ! a
�
aC 或 a�/时也不一定有向 f .a/变化的趋势.

3. 从几何意义上来看, lim
x!a

f .x/ D A 表示 8" > 0, 总能找到一个 ı D 0, 使得函数 f 在集合

X \ VB.a; ı/上的限制 f

ˇ̌̌̌
x\ VB.a;ı/

的图形包含在平面长方形区域 Œa � ı; a C ı� � ŒA � "; AC "�的

内部, 即 n
.x; y/ 2 R2

j x 2 X \ VB.a; ı/; y D f .x/
o

� .a � ı; aC ı/ � .A � "; AC "/

图 4.1

下面我们来看几个函数极限的例子

例题 4.1考虑如下定义的函数 f W R � f0g ! R与函数 g W R ! R：

f .x/ D

8̂̂̂<̂
ˆ̂:
x; 8x > 0;

�x; 8x < 0:
g.x/ D

8̂̂̂<̂
ˆ̂:
x; 8x > 0

1; x D 0

�x; 8x < 0

图 4.2
图 4.3

由于 8x 2 R � f0g; jf .x/ � 0j D jg.x/ � 0j D jxj . 故

.8" > 0/.9ı D " > 0/.8x 2 VB.0; ı// H)

8<:jf .x/ � 0j < ";

jg.x/ � 0j < ":

因此

lim
x!0

f .x/ D 0; lim
x!0

g.x/ D 0

这里 0 … Dom.f /; 0 2 Dom.g/,但 0 ¤ g.0/.
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4.1 函数极限的定义

例题 4.2考虑函数 x 7�! xp sin
1

x
; x 2 R � f0g; .p > 0/证明：

lim
x!0

xp sin
1

x
D 0:

图 4.4

事实上, 8x 2 R � f0g,我们有 ˇ̌̌̌
xp sin

1

x
� 0

ˇ̌̌̌
⩽ jxj

p

8" > 0,由 jxj
p < "得到 jxj < p

p
",令 ı D

p
p
",则

8x 2 VB.0; ı/ H)

ˇ̌̌̌
xp sin

1

x
� 0

ˇ̌̌̌
⩽ jxj

p < ":

因此 lim
x!0

xp sin
1

x
D 0.

例题 4.3 考虑符号函数

x 7�! sgn.x/ D

8̂̂̂<̂
ˆ̂:
1; 8x > 0

0; x D 0

�1; 8x < 0

证明：

lim
x!0

sgn.x/不存在, lim
x!0C

sgn.x/ D 1; lim
x!0�

sgn.x/ D �1.

事实上, 若 lim
x!0

sgn.x/ D A,则

.80 < " < 1/.9ı > 0/.8x 2 VB.0; ı/

H) j sgn.x/ � Aj < "

H) 2 ⩽ j1 � Aj C jA � .�1/j < 2"

H) " > 1
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4.1 函数极限的定义

图 4.5

这与 " < 1假设相矛盾, 因此 lim
x!0

sgn.x/不存在.
但是由于 8x > 0; sgn.x/ D 1； 8x < 0; sgn.x/ D �1,故

.8" > 0/.9ı D " > 0/

8<:
�
8x 2 VBC.0; ı/

�
H) j sgn.x/ � 1j D 0 < ";�

8x 2 VB�.0; ı/
�

H) j sgn.x/ � .�1/j D 0 < "

因此 lim
x!0C

sgn.x/ D 1; lim
x!0�

sgn.x/ D �1.

例4.3实际上揭示了下面的一般结论, 即

定理 4.1

~

设 f W X ! R是任一函数, a 2 R是 X 的一个双侧聚点, 那么

lim
x!a

f .x/ D A ” lim
x!aC

f .x/ D lim
x!a�

f .x/ D A:

证明 (必要性)设 lim
x!a

f .x/ D A. 那么由定义

.8" > 0/.9ı > 0/.8x 2 X \ VB.a; ı// H) jf .x/ � Aj < ":

特别地

8x 2 X \ VBC.a; ı/ H) jf .x/ � Aj < ";

8x 2 X \ VB�.a; ı/ H) jf .x/ � Aj < ":

因此 lim
x!aC

f .x/ D A; lim
x!a�

f .x/ D A.

(充分性)设 lim
x!aC

f .x/ D lim
x!a�

f .x/ D A,由定义有

.8" > 0/

8<: .9ı1 > 0/
�
8x 2 X \ VBC .a; ı1/

�
H) jf .x/ � Aj < ";

.9ı2 > 0/
�
8x 2 X \ VB� .a; ı2/

�
H) jf .x/ � Aj < "::

令 ı D min .ı1; ı2/,则 ı > 0,并且

8x 2 X \ VB.a; ı/ H) jf .x/ � Aj < ":

因此 lim
x!a

f .x/ D A.

为了进一步理解函数的 .a; A/型极限的定义, 我们再考虑下面两个例子.
例题 4.4考虑所谓的 Dirichlet函数

x 7�! D.x/ D

8<:1; x 2 Q;

0; x 2 Qc :
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4.1 函数极限的定义

证明：8a 2 R; lim
x!a

D.x/不存在.
事实上, 若存在 a0 2 R使得 lim

x!a0

D.x/ D l 2 R,则�
80 < " <

1

2

�
.9ı > 0/

�
8x 2 VB .a0; ı/ H) jD.x/ � l j < ":

�
于是特别有

8x 2 VB .a0; ı/ \ Q; jD.x/ � l j D j1 � l j < ";

8x 2 VB .a0; ı/ \ Qc ; jD.x/ � l j D j0 � l j < ":

由此推得

1 D j1 � l C l j ⩽ j1 � l j C jl j < 2";

或 " >
1

2
,这与 0 < " <

1

2
假设矛盾. 故 8a 2 R; lim

x!a
D.x/不存在.

例题 4.5考虑如下定义的 Riemann函数 R：

R.x/ D

8̂̂̂̂
<̂
ˆ̂̂:
0; 若 x 2 Qc ;

1; 若 x D 0;

1

p
; 若 x D

q

p
; p 2 N; p与 q互质

证明：8a 2 R; lim
x!a

R.x/ D 0.
为此任取 a 2 R .
若 a D 0；则 8ı > 0,

R.x/ D

8<: 0;8x 2 VB.0; ı/ \ Qc ;
1

p
;8x 2 VB.0; ı/ \ Q; x D

q

p
; p 2 N; p; q互质

若 a ¤ 0：则存在 ı0 > 0使得 0 … VB .a; ı0/,于是

R.x/ D

8<: 0;8x 2 VB .a; ı0/ \ Qc ;
1

p
;8x 2 VB .a; ı0/ \ Q; x D

q

p
; p 2 N; p; q互质

由此可知, 不论 a D 0与否,

R.x/ D

8<: 0;8x 2 VB .a; ı0/ \ Qc ;
1

p
;8x 2 VB .a; ı0/ \ Q; x D

q

p
; p 2 N; p; q互质

8" > 0,由
1

p
⩾ "知 p ⩽ 1

"
.显然在 VB .a; ı0/中分母 p ⩽ 1

"
的有理数

q

p
只有有限多个. 因此存在

0 < ı < ı0,使得在 VB.a; ı/中所有有理数
q

p
的分母 p >

1

"
.从而

8x 2 VB.a; ı/ \ Q; x D
q

p
; p 2 N; p; q互质 H) jR.x/j D

1

p
< ":

上述分析表明：8" > 0; 9ı > 0使得

8x 2 VB.a; ı/; jR.x/ � 0j < ":

因此 lim
x!a

R.x/ D 0.
2. .˙1; A/型函数极限
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4.1 函数极限的定义

定义 4.2

|

设 f W X ! R是任一函数, A 2 R.
1. 设C1是 X 的无穷远聚点. 我们称函数 f 当 x趋于C1时极限存在并且以 A为极限, 如
果下述性质成立：

.8" > 0/.9M > 0/.8x 2 X \ .M;C1// H) jf .x/ � Aj < ":

这时, 记为
lim

x!C1
f .x/ D A 或 f .x/ ! A.x ! C1/

2. 设 �1是 X 的无穷远聚点：我们称函数 f 当 x趋于 �1时极限存在并且以 A为极限, 如
果下述性质成立：

.8" > 0/.9M > 0/.8x 2 X \ .�1;�M// H) jf .x/ � Aj < ":

这时, 记为
lim

x!�1
f .x/ D A 或 f .x/ ! A.x ! �1/

我们也可用邻域语言表述这两类极限定义.

lim
x!C1

f .x/ D A ” .8" > 0/.9M > 0/; f .X \ .M;C1// � B.A; "/;

lim
x!�1

f .x/ D A ” .8" > 0/.9M > 0/; f .X \ .�1;�M// � B.A; "/:

从几何意义上来看, lim
x!C1

f .x/ D A表明：对任意给定的 " > 0, 总存在一个正数 M > 0, 使得

函数 f 在集合 X \ .M;C1/ 上的图像完全位于平面带形区域 .M;C1/ � .A � "; A C "/ 内；同理,
lim

x!�1
f .x/ D A表示函数在 X \ .�1;�M/上的图像完全位于带形区域 .�1;�M/ � .A � "; AC "/

内 (如图4.6所示).

图 4.6

例题 4.6考虑函数 x 7�!
1

x2
; x 2 R � f0g.证明：

lim
x!C1

1

x2
D lim

x!�1

1

x2
D 0:

事实上, 8" > 0,由
ˇ̌̌̌
1

x2
� 0

ˇ̌̌̌
D

1

x2
< "得到 jxj >

1
p
"
.若令M D

1
p
"
,则

8x 2 .M;C1/

8x 2 .�1;�M/

)
)

ˇ̌̌̌
1

x2
� 0

ˇ̌̌̌
< ":

87



�习题 4.1

因此 lim
x!C1

1

x2
D 0; lim

x!�1

1

x2
D 0 .

例题 4.7考虑函数 x 7�! cos
1

x
; x 2 R � f0g.证明：

lim
x!C1

cos
1

x
D lim

x!�1
cos

1

x
D 1

事实上, 由于 8x 2 R; j sin xj ⩽ jxj,故 8x 2 R � f0g,ˇ̌̌̌
cos

1

x
� 1

ˇ̌̌̌
D

ˇ̌̌̌
2 sin2 1

2x

ˇ̌̌̌
⩽ 2 �

1

4x2
D

1

2x2
:

因此, 8" > 0,由
1

2x2
< "得到 jxj >

1
p
2"

.若令M D
1

p
2"

,则

8x 2 .M;C1/

8x 2 .�1;�M/

9=; )

ˇ̌̌̌
cos

1

x
� 1

ˇ̌̌̌
< ":

因此 lim
x!C1

cos
1

x
D 1; lim

x!�1
cos

1

x
D 1 .

例题 4.8考虑函数 x 7�!
x2 � 1

2
�
x2 C x � 2

� ; x 2 R � f1;�2g.证明：

lim
x!C1

x2 � 1

2
�
x2 C x � 2

� D lim
x!�1

x2 � 1

2
�
x2 C x � 2

� D
1

2

事实上, 由于 8x ¤ 1;�2,我们有ˇ̌̌̌
ˇ x2 � 1

2
�
x2 C x � 2

� �
1

2

ˇ̌̌̌
ˇ D

ˇ̌̌̌
�2.x � 1/

2.x � 1/.x C 2/

ˇ̌̌̌
D

1

jx C 2j
:

故若首先限制 jxj > 2,则 8" > 0,由
1

jx C 2j
⩽ 1

jxj � 2
< "得到 jxj > 2C

1

"
.令M D 2C

1

"
,则

8x 2 .M;C1/

8x 2 .�1;�M/

)
)

ˇ̌̌̌
ˇ x2 � 1

2
�
x2 C x � 2

� �
1

2

ˇ̌̌̌
ˇ < ":

因此 lim
x!C1

x2 � 1

2
�
x2 C x � 2

� D
1

2
; lim

x!�1

x2 � 1

2
�
x2 C x � 2

� D
1

2
.

例题 4.9考虑函数 x 7�! sin x; x 2 R . 证明 lim
x!C1

sin x不存在.

事实上, 如果存在 A 2 R使得 lim
x!C1

sin x D A,则

.80 < " < 1/.9M > 0/.8x 2 .M;C1// H) j sin x � Aj < ":

于是对 n充分大, 2n� �
�

2
; 2n� C

�

2
> M .从而ˇ̌̌

sin
�
2n� �

�

2

�
� A

ˇ̌̌
D j.�1/ � Aj < ";ˇ̌̌

sin
�
2n� C

�

2

�
� A

ˇ̌̌
D j1 � Aj < ":

由此推得

2 D j1 � .�1/j D j1 � AC A � .�1/j ⩽ j1 � Aj C jA � .�1/j < 2":

于是 " > 1,这与 0 < " < 1假设相矛盾. 因此 lim
x!C1

sin x不存在.

K�习题 4.1k
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4.2 函数极限的性质

1. 用极限定义证明下列各极限：

1/ lim
x!0

x sin 1
x

D 0 2/ lim
x!a

np
x D

np
a.a > 0; n 2 N/

3/ lim
x!1

.3x3
� 2/ D 1 4/ lim

x!3
.2x2

� x/ D 15

5/ lim
x!˙1

Œx�

x
D 1 6/ lim

x!˙1

2x2 � 1

3x2 � x
D

2
3

7/ lim
x!˙1

3x2 � 1

x2 C x C 1
D 3 8/ lim

x!˙1

�p
x2 C x � x

�
D

1
2

2. 证明：极限 lim
x!0

1

x
不存在.

3. 证明：若 lim
x!a

f .x/ D A, 则 lim
x!a

jf .x/j D jAj, 其中 a 2 R或 a D ˙1.
4. 设函数 x 7! x � Œx�; x 2 R.

1) 证明：8n 2 Z; lim
x!n

.x � Œx�/不存在；

2) 证明：8a … Z; lim
x!a

.x � Œx�/存在.
5. 设 f W R ! R是以 T 为周期的周期函数. 证明：若 lim

x!C1
f .x/ D A, 则 f .x/ � A; 8x 2 R.

6. 对函数

f .x/ D

8<:x; 若 x 2 Q;

�x; 若 x 2 Qc ;

证明： lim
x!0

f .x/ D 0, 且对任意 a ¤ 0, lim
x!a

f .x/不存在.
7. 设 Œa; b�是任一有限闭区间. 假设对任意 x0 2 Œa; b�, 极限 lim

x!x0

f .x/存在. 试用两种不同的方法

证明：存在M > 0, 使得对任意 x 2 Œa; b�, 有 jf .x/j ⩽M .
8. 设 Pn.x/ D anx

n
C an�1x

n�1
C � � � C a1x C a0, 其中 n ⩾ 1; an ¤ 0. 试用极限定义证明：

lim
x!˙1

jPn.x/j D C1.

4.2 函数极限的性质

函数极限的性质与收敛序列极限的大多数性质是类似的. 这里我们只对 ( a;A )型的函数极限性质
进行叙述和证明. 对于 .˙1; A/型的情形, 读者可仿照 .a; A/型的性质自己去论述.

1. 函数极限的一般性质
性质 4.1 如果函数 f W X ! R当 x ! a时有极限存在, 则极限是唯一的.
证明 设 lim

x!a
f .x/ D A; lim

x!a
f .x/ D A0并且 A ¤ A0.那么由 R的 Hausdorff分离性知, 存在 "0 > 0使得

B .A; "0/ \ B
�
A0; "0

�
D ∅:

另一方面, 对于 "0 > 0,存在 ı1 > 0; ı2 > 0使得

f
�
X \ VB .a; ı1/

�
� B .A; "0/ ;

f
�
X \ VB .a; ı2/

�
� B

�
A0; "0

�
:

令 ı D min .ı1; ı2/,则 ı > 0,并且

f .X \ VB.a; ı// � B .A; "0/ \ B
�
A0; "0

�
:

于是 f .X \ VB.a; ı// D ∅,这与 a为 X 的聚点相矛盾, 因此 A D A0.
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4.2 函数极限的性质

性质 4.2 若 lim
x!a

f .x/ D A,则 f 在 a处是局部有界的. 即

.9M > 0/.9ı > 0/.8x 2 X \ VB.a; ı// H) jf .x/j ⩽M:

证明 因为 lim
x!a

f .x/ D A,所以由定义, 对 " D 1 > 0,存在 ı > 0,使得

8x 2 X \ VB.a; ı/ H)jf .x/ � Aj < 1

H)jf .x/j ⩽ jAj C jf .x/ � Aj < jAj C 1:

取M D 1C jAj即可.
性质 4.3 (Cauchy收敛准则)函数 f W X ! R当 x趋于 a时极限存在的充分必要条件是：

.8" > 0/.9ı > 0/
�
8x; x0

2 X \ VB.a; ı/
�

H)j f .x/ � f
�
x0
�

j< "

证明 (必要性)设 lim
x!a

f .x/ D A . 由定义有

.8" > 0/.9ı > 0/
�
8x; x0

2 X \ VB.a; ı/
�

H)jf .x/ � Aj < "=2;
ˇ̌
f
�
x0
�

� A
ˇ̌
< "=2

H)
ˇ̌
f .x/ � f

�
x0
�ˇ̌

⩽ jf .x/ � Aj C
ˇ̌
A � f

�
x0
�ˇ̌
< "=2C "=2 D ":

(充分性)假设条件满足, 即

.8" > 0/.9ı > 0/
�
8x; x0

2 X \ VB.a; ı/
�

H)
ˇ̌
f .x/ � f

�
x0
�ˇ̌
< ":

证明分两步进行.
1ı证明：存在一个收敛的实数序列 hf .xn/i.

因为 a 2 R是 X 的聚点, 所以 8n 2 N; X \ VB

�
a;
1

n

�
¤ ∅.

任取 xn 2 X \ VB

�
a;
1

n

�
.n 2 N/ . 于是我们得到一实数序列 hf .xn/i.

由于 lim
n!C1

1

n
D 0,故对 ı > 0存在 N 2 N使得

8n;m 2 N; n;m ⩾ N H)
1

n
⩽ 1

N
< ı;

1

m
⩽ 1

N
< ı:

于是

8n;m 2 N; n;m ⩾ N H) xn; xm 2 X \ VB

�
a;
1

N

�
H) jf .xn/ � f .xm/j < ":

此即表明 hf .xn/i是 Cauchy实数序列. 由 R的完备性知 hf .xn/i收敛, 令 lim
n!C1

f .xn/ D A.

2ı证明： lim
x!a

f .x/ D A.
因为 lim

n!C1
f .xn/ D A,所以由定义

.8" > 0/.9N 2 N/.8n 2 N; n ⩾ N/ H) jf .xn/ � Aj < ":

于是由已知条件及 8n 2 N; n ⩾ N; xn 2 X \ VB.a; ı/知,

8x 2 X \ VB.a; ı/ H) jf .x/ � f .xn/j < "

H)jf .x/ � Aj ⩽ jf .x/ � f .xn/j C jf .xn/ � Aj

< "C " D 2":
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4.2 函数极限的性质

因此 lim
x!a

f .x/ D A .

反映函数极限与序列极限之间联系的是下面的重要定理.
性质 4.4 (Heine定理)函数 f W X ! R当 x趋于 a时有极限 A的充分必要条件是：

8xn 2 X � fag.n 2 N/且 xn ! a.n ! C1/; lim
n!C1

f .xn/ D A:

证明 (必要性)设 lim
x!a

f .x/ D A. xn 2 X � fag,并且 xn ! a .n ! C1/.由定义

.8" > 0/.9ı > 0/.8x 2 X \ VB.a; ı// H) jf .x/ � Aj < ":

.对 ı > 0/.9N 2 N/.8n 2 N; n ⩾ N/ H) xn 2 VB.a; ı/:

从而

8n 2 N; n ⩾ N H) jf .xn/ � Aj < ":

因此 lim
n!C1

f .xn/ D A .

(充分性)假设条件成立, 即

8xn 2 X � fag.n 2 N/; xn ! a.n ! C1/,则 lim
n!C1

f .xn/ D A:

我们用反证法证明. 假设 lim
x!a

f .x/ ¤ A,则

.9"0 > 0/ .8n 2 N/
�

9xn 2 X \ VB

�
a;
1

n

��
H) jf .xn/ � Aj ⩾ "0 (4.1)

由此得一实数序列 hxni,它满足：xn 2 X�fag; xn ! a.n ! C1/ . 于是 lim
n!C1

f .xn/ D A,在式(4.1)中

令 n ! C1得到 "0 ⩽ 0.这与 "0 > 0矛盾, 故必有 lim
x!a

f .x/ D A.

例题 4.10 考虑函数 x 7�! sin
1

x
; x 2 R � f0g及 x 7�! sin x; x 2 R. 利用 Heine定理证明：

1) lim
x!0

sin
1

x
不存在, 2) lim

x!˙1
sin x不存在.

证明 为此, 1/取 xn D
1

2n�
; x0

n D
1

2n� C
�
2

.n 2 N/ . 则 xn; x
0
n 2 R � f0g.8n 2 N/,并且 xn ! 0; x0

n !

0.n ! C1/但是

lim
n!C1

sin
1

xn
D 0; lim

n!C1
sin

1

x0
n

D 1

因此由 Heine定理知, lim
x!0

sin
1

x
不存在.

取 xn D 2n�; x0
n D 2n� C

�

2
.n 2 N/,则 xn ! C1, x0

n ! C1.n ! C1/ . 由于

sin xn D 0; sin x0
n D 1;

故由 Heine定理知, lim
x!C1

sin x不存在.

函数 x 7�! sin
1

x
; x 2 R � f0g的图形如图4.7所示.

例题 4.11考虑函数 x 7�! x � Œx�; x 2 R(因此 x � Œx�是 x的小数部分), 证明: lim
x!˙1

x � Œx�不存在.

证明 为此取 xn D n; x0
n D nC

1

2
.n 2 N/,则 xn ! C1; x0

n ! C1 ( n ! C1 ), 由于

xn � Œxn� D 0; x0
n �

�
x0

n

�
D
1

2
.8n 2 N/;

故

lim
n!C1

.xn � Œxn�/ D 0; lim
n!C1

�
x0

n �
�
x0

n

��
D
1

2
:
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图 4.7

由 Heine定理知, lim
x!C1

x � Œx�不存在.

同理可证 lim
x!�1

x � Œx�也不存在.
函数 x 7�! x � Œx�; x 2 R的图形如图4.8所示.

图 4.8

2. 函数极限的不等式性质
性质 4.5 若 lim

x!a
f .x/ D A > r.< r/,则

.9ı > 0/.8x 2 X \ VB.a; ı// H) f .x/ > r.< r/:

证明 我们只对 A > r 的情形证明. 由于 lim
x!a

f .x/ D A > r ,故对 " D
A � r

2
> 0,存在 ı > 0使得

8x 2 X \ VB.a; ı/ H) jf .x/ � Aj <
A � r

2

H) f .x/ > A �
A � r

2
D
AC r

2
> r:

性质 4.6 设 f; g是任意两个函数,

X D Dom.f / \ Dom.g/ ¤ ∅;

a 2 R是 X 的聚点, 并且
1. lim

x!a
f .x/ D A; lim

x!a
g.x/ D B ；

2. A > B.A < B/,
则

.9ı > 0/.8x 2 X \ VB.a; ı// H) f .x/ > g.x/.f .x/ < g.x//:

证明 我们只对 A > B 的情形证明. 令 r D
AC B

2
, 则由 lim

x!a
f .x/ D A > r > B D lim

x!a
g.x/ 及性

质4.5知
.9ı1 > 0/

�
8x 2 X \ VB .a; ı1/

�
H) f .x/ > r;

.9ı2 > 0/
�
8x 2 X \ VB .a; ı2/

�
H) g.x/ < r:

令 ı D min .ı1; ı2/,则
8x 2 X \ VB.a; ı/ H) f .x/ > g.x/:
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性质 4.7 设 f; g是任意两个函数,

X D Dom.f / \ Dom.g/ ¤ ∅;

a 2 R是 X 的聚点, 并且
1. lim

x!a
f .x/ D A; lim

x!a
g.x/ D B ；

2. .9ı > 0/.8x 2 X \ VB.a; ı// H) f .x/ ⩾ g.x/.f .x/ ⩽ g.x//,
则

A ⩾ B.A ⩽ B/:

证明 用反证法, 由性质4.6立即推出.
注在条件 2 )中即使把 f .x/ ⩾ g.x/.f .x/ ⩽ g.x//换成严格不等式 f .x/ > g.x/.f .x/ < g.x//,也不一
定有 A > B.A < B ). 例如函数

x 7�! 2x2; x 2 R � f0g 与 x 7�! x2; x 2 R � f0g;

显然有 2x2 > x2.8x 2 R � f0g/,但 lim
x!0

2x2
D lim

x!0
x2

D 0.
性质 4.8 设 f; g; h是任意三个函数,

X D Dom.f / \ Dom.g/ \ Dom.h/ ¤ ∅;

a 2 R是 X 的聚点, 并且
1. .9ı > 0/.8x 2 X \ VB.a; ı// H) f .x/ ⩽ h.x/ ⩽ g.x/：

2. lim
x!a

f .x/ D lim
x!a

g.x/ D A,则
lim

x!a
h.x/ D A:

证明 因为 lim
x!a

f .x/ D lim
x!a

g.x/ D A,所以由定义

.8" > 0/
�
9ı0 > 0

�
.8x 2 X \ VB.a; ı//

H) jf .x/ � Aj < "; jg.x/ � Aj < "

H) A � " < f .x/; g.x/ < AC ":

令 � D min
�
ı; ı0

�
,则由上述不等式及条件 1)推得

8x 2 X \ VB.a; �/ H) A � " < h.x/ < AC "

H) jh.x/ � Aj < ":

因此 lim
x!a

h.x/ D A,

图 4.9
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例题 4.12证明： lim
x!0

sin x
x

D 1 .

证明 首先设 0 < x <
�

2
. 如图4.9所示, A;B 是单位圆周上两点, 使得

†AOB D x

则由图形可知

三角形 AOB 的面积 S1 D
1

2
� 1 � sin x:

扇形 AOB 的面积 S2 D
1

2
� 1 � x:

三角形 AOC 的面积 S3 D
1

2
� 1 � tan x:

并且 S1 < S2 < S3.由此得到不等式
sin x < x < tan x:

两边同除以 sin x ¤ 0,得 1 <
x

sin x
<

1

cos x
或

cos x <
sin x
x

< 1
�
0 < x <

�

2

�
:

现设 �
�

2
< x < 0,则 0 < .�x/ <

�

2
,代入上式得

cos.�x/ <
sin.�x/
.�x/

< 1

或

cos x <
sin x
x

< 1:

因此我们有下述不等式：

cos x <
sin x
x

< 1;8x 2

�
�
�

2
;
�

2

�
� f0g:

易证 lim
x!0

cos x D 1,故由性质4.8立即推得

lim
x!0

sin x
x

D 1

3. 函数极限的运算性质
性质 4.9 设 f; g是任意两个函数,

X D Dom.f / \ Dom.g/ ¤ ∅;

a 2 R是 X 的聚点, 并且
lim

x!a
f .x/ D A; lim

x!a
g.x/ D B;

则

1. lim
x!a

Œf .x/C g.x/� D AC B ,
2. lim

x!a
f .x/g.x/ D AB ,

3. lim
x!a

f .x/

g.x/
D
A

B
,若 B ¤ 0
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证明 因为 lim
x!a

f .x/ D A; lim
x!a

g.x/ D B ,所以

.8" > 0/.9ı > 0/.8x 2 X \ VB.a; ı//

H)

(
jf .x/ � Aj < "

jg.x/ � Bj < "; jg.x/j < jBj C "

H)

8<:jŒf .x/C g.x/� � .AC b/j ⩽ jf .x/ � Aj C jg.x/ � Bj < 2";

jf .x/g.x/ � ABj < jg.x/j j .f .x/ � A j CjAjjg.x/ � Bj < ."C jAj C jBj/":

因此 lim
x!a

Œf .x/C g.x/� D AC B; lim
x!a

f .x/g.x/ D AB .

若 B ¤ 0,则只要 ı > 0充分小, 由性质 4.5知 8x 2 X \ VB.a; ı/, jg.x/j >
jBj

2
. 于是

8x 2 X \ VB.a; ı/ )

ˇ̌̌̌
f .x/

g.x/
�
A

B

ˇ̌̌̌
D

jBf .x/ � Ag.x/j

jg.x/Bj

⩽ 2.jBjjf .x/ � Aj C jAjjg.x/ � Bj/

jBj2

<
2.jAj C jBj/

jBj2
� "

因此 lim
x!a

f .x/

g.x/
D
A

B
.

例题 4.13计算 lim
x!0

sin ax
sin bx

.a ¤ 0; b ¤ 0/.

因为 lim
x!0

sin x
x

D 1,所以

lim
x!0

sin ax
sin bx

D lim
x!0

�
sin ax
ax

�
ax

bx
�
bx

sin bx

�
D lim

x!0

sin ax
ax

� lim
x!0

a

b
� lim

x!0

1

sinbx
bx

D 1 �
a

b
�

1

lim
x!0

sinbx
bx

D
a

b
:

例题 4.14计算 lim
x!2�

cos 2x � cos 3x
.x � 2�/2

.

令 y D x � 2� .则 y ! 0,并且
cos 2x � cos 3x
.x � 2�/2

D
1

y2
Œcos.2y C 4�/ � cos.3y C 6�/�

D
1

y2
.cos 2y � cos 3y/

D
2

y2
sin

5y

2
sin

y

2
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�习题 4.2

因此

lim
x!2�

cos 2x � cos 3x
.x � 2�/2

D lim
y!0

2 sin 5y
2

sin y
2

y2

D
5

2
lim

y!0

sin 5y
2

5y
2

�
sin y

2
y
2

D
5

2
lim

y!0

sin 5y
2

5y
2

� lim
y!0

sin y
2

y
2

D
5

2
:

例题 4.15计算 lim
x!1

xn C xn�1 C � � � C x � n

x � 1
.n 2 N/ .

由于 8k 2 N; xk
� 1 D .x � 1/

�
xk�1

C xk�2
C � � � C x C 1

�
,并且 lim

x!1
xk

D 1,故

lim
x!1

xn C xn�1 C � � � C x � n

x � 1

D lim
x!1

.xn � 1/C
�
xn�1 � 1

�
C � � � C .x � 1/

x � 1

D lim
x!1

�
xn�1

C xn�2
C � � � C x C 1

�
C lim

x!1

�
xn�2

C xn�3
C � � � C x C 1

�
C � � � C 1

D lim
x!1

xn�1
C lim

x!1
xn�2

C � � � C lim
x!1

x C 1C lim
x!1

xn�2
C lim

x!1
xn�3

C � � � C lim
x!1

x C 1C � � � C 1

D 1C 1C � � � C 1„              ƒ‚              …
n个

C 1C 1C � � � C 1„              ƒ‚              …
n�1个

C � � � C 1

D nC .n � 1/C � � � C 1

D
1

2
n.nC 1/:

K�习题 4.2k

1. 计算下列各极限：

1/ lim
x!a

sin x � sin a
x � a

2/ lim
x!0

1 � 2 cos x C cos 2x
x2

3/ lim
x!�

sinnx
sinmx

(n;m 2 N) 4/ lim
x!0

1 � cos x
x2

5/ lim
x!0

cospx � cos qx
x2

(p; q 2 N) 6/ lim
x!0

p
1C sin x �

p
1 � sin x

x

7/ lim
x! �

3

1 � 2 cos x
� � 3x

8/ lim
x!0

p
1 � cos x2

1 � cos x

9/ lim
x!0

tan x � sin x
sin3 x

10/ lim
x!0

sin.sin.sin x//
x

11/ lim
x!C1

.sin
p
x C 1 � sin

p
x/ 12/ lim

x!˙1
x sin

1

x

2. 分别确定参数 a; b; c 2 R, 使得

lim
x!C1

�
x3 C 2

x C 1
� ax2

� bx � c

�
D 0与 1:

3. 设 lim
x!a

f .x/ D A, lim
x!a

g.x/ D B . 证明：

lim
x!a

max.f .x/; g.x// D max.A;B/; lim
x!a

min.f .x/; g.x// D min.A;B/:
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4.3 无穷小与无穷大

4. 设 f W X ! R; g W Y ! R是任意两个函数, 使得 f .X/ � Y , a 2 R是 X 的聚点, 且 lim
x!a

f .x/ D

A;A 2 R是 Y 的聚点 lim
y!A

g.y/ D B:

1) 试问： lim
x!a

g ı f .x/ D B 吗？研究例子：

f .x/ D

8̂<̂
:
0; x D 0;

x

�
sin

1

x

�2

; x ¤ 0;
g.y/ D

8<:1; y D 0;

0; y ¤ 0:

2) 若 9ı > 0, 使得 A … f
�
X \ VB.a; ı/

�
, 证明：

lim
x!a

g ı f .x/ D B:

5. 用 Cauchy收敛准则证明 lim
x!0

sin
1

x
不存在.

6. 证明： lim
x!0C

�
1

x
�

�
1

x

��
与 lim

x!0�

�
1

x
�

�
1

x

��
都不存在. 画出函数 x 7!

1

x
�

�
1

x

�
; x 2 R� f0g的

图形.
7. 设 f W X ! R是任一函数, a 2 R是 X 的聚点. 证明：若对任意序列 fxng � X � fag(n 2 N),
当 xn ! a(n ! C1), 并且满足 jxnC1 � aj < jxn � aj.8n 2 N/时, 都有 lim

n!C1
f .xn/ D A, 则

lim
x!a

f .x/ D A:

4.3 无穷小与无穷大

与实数序列一样, 对于函数来说, 也有两类极限过程——无穷小与无穷大需要特别研究.
1. 无穷小与无穷大的定义

定义 4.3

|

设 f W X ! R是任一函数. a 2 R是 X 的一个聚点.
1. 若 lim

x!a
f .x/ D 0,则我们称函数 f 是 ha; 0i型无穷小.

2. 若 f 具有下述性质：

.8M > 0/.9ı > 0/.8x 2 X \ VB.a; ı// H) jf .x/j > M;

则我们称函数 f 是 ha;1i型无穷大.
特别地, 若

.8M > 0/.9ı > 0/.8x 2 X \ VB.a; ı// H) f .x/ > M.f .x/ < �M/;

则我们称函数 f 是 ha;C1i型无穷大 .ha;�1i型无穷大)或称函数 f 当 x趋于 a时有极限C1

.�1/, 并记为
lim

x!a
f .x/ D C1

�
lim

x!a
f .x/ D �1

�
:

例题 4.16考虑函数 .n 2 N/

x 7�! f .x/ D .x � a/n; x 2 R; 与 x 7�! g.x/ D
1

.x � a/n
;

x 2 R � fag.证明：f 是 ha; 0i型无穷小, g是 ha;1i型无穷大.
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4.3 无穷小与无穷大

证明 事实上, 对于函数 f W 8" > 0,由 j.x � a/nj < "得到 jx � aj <
np
".令 ı D

np
",则

8x 2 VB.a; ı/ H) j.x � a/n � 0j < ":

因此 lim
x!a

.x � a/n D 0,从而函数 f 是 ha; 0i型无穷小.

对于函数 g W 8M > 0,由
ˇ̌̌̌

1

.x � a/n

ˇ̌̌̌
> M 得到 jx � aj

n <
1

M
或 jx � aj <

1
np
M

,令 ı D
1

np
M

,则

ı > 0,并且
8x 2 VB.a; ı/ H)

ˇ̌̌̌
1

.x � a/n

ˇ̌̌̌
> M:

因此函数 g是 ha;1i型无穷大.

定理 4.2

~

设 f W X ! R是任一函数, a 2 R是 X 的一个聚点.
1. 若 f 是 ha; 0i型无穷小, 并且 8x 2 X \ VB.a; ı/, f .x/ ¤ 0,则函数

1

f
是 .a;1/型无穷大.

2. 若 f 是 ha;1i型无穷大, 则
1

f
是 ha; 0i型无穷小.

证明 1)设 f 是 ha; 0i型无穷小. M > 0.于是�
9ı0 > 0

� �
8x 2 X \ VB

�
a; ı0

��
H) jf .x/j <

1

M
:

令 � D min
�
ı; ı0

�
,则 � > 0并且

8x 2 X \ VB.a; �/ H)

ˇ̌̌̌
1

f .x/

ˇ̌̌̌
> M:

因此
1

f
是 ha;1i型无穷大.

2)设 f 是 .a;1/型无穷大. 8" > 0.由定义

.9ı > 0/.8x 2 X \ VB.a; ı// ) jf .x/j >
1

"
)

ˇ̌̌̌
1

f .x/

ˇ̌̌̌
< "

因此
1

f
是 ha; 0i型无穷小.

除了上面我们介绍的无穷小与无穷大类型外, 我们还可以定义下述各种类型的无穷小与无穷大,
与这些类型相对应的定理4.2的叙述和证明我们都留给读者作为练习自己去完成.

无穷小：
˝
aC; 0

˛
; ha�; 0i ; hC1; 0i; h�1; 0i型

无穷大：
˝
aC;1

˛
;
˝
aC;C1

˛
;
˝
aC;�1

˛
; ha�;1i ,ha�;C1i ; ha�;�1i ; hC1;1i; hC1;C1i,

hC1;�1i; h�1;1i; h�1;C1i; h�1 � 1i型.
例题 4.17考虑函数 x 7�! f .x/ D

1
p
x
; x 2 RC

� . 证明：f 是
˝
0C;C1

˛
型无穷大.

事实上, 8M > 0,由
1

p
x
> M 得到 x <

1

M 2
.若令 ı D

1

M 2
,则 ı > 0,并且

8x 2 VBC.0; ı/ H)
1

p
x
> M:

因此 f 是
˝
0C;C1

˛
型无穷大.

例题 4.18考虑函数

x 7�! Pn.x/ D anx
n

C an�1x
n�1

C � � � C a1x C a0; x 2 R; n 2 N:

证明：若 an > 0,则 Pn是 hC1;C1i型无穷大.
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4.3 无穷小与无穷大

为此我们首先有：8x > 0,

Pn.x/ D anx
n

�
1C

an�1

an

1

x
C � � � C

a1

an

1

xn�1
C
a0

an

1

xn

�
由于 8k 2 N; lim

x!C1

1

xk
D 0,故

lim
x!C1

�
1C

an�1

an

1

x
C � � � C

a1

an

1

xn�1
C
a0

an

1

xn

�
D 1

从而存在 A > 0使得

8x 2 .A;C1/ H) 1C an�1
1

x
C � � � C a1

1

xn�1
C a0

1

xn
>
1

2

H) Pn.x/ >
1

2
anx

n

于是 8M > 0,由
1

2
anx

n > M 得到 x >
n

s
2M

an
,令 � D max

 
A;

n

s
2M

an

!
,则 � > 0并且

8x 2 .�;C1/ H) Pn.x/ > M:

因此函数 Pn是 .C1;C1/型无穷大.
2. 不定型
对于一元函数来说, 像实数序列一样, 也有1 � 1; 0 � 1,

0

0
;
1

1
不定型. 例如

0

0
不定型

1. f .x/ D x2; g.x/ D x.则 f; g是 h0; 0i型无穷小,
f

g
是 h0; 0i型无穷小.

2. f .x/ D x; g.x/ D x2.则 f; g是 h0; 0i型无穷小,
f

g
是 h0;1i型无穷大.

3. f .x/ D .�1/Œ
1
x �x; g.x/ D x.则 f; g是 h0; i型无穷小, 但 lim

x!0

f .x/

g.x/
D lim

x!0
.�1/Œ

1
x �不存在.

1

1
不定型

1. f .x/ D
1

x3
; g.x/ D

1

x
. 则 f; g是 .0;1/型无穷大,

f

g
是 h0;C1i型无穷大.

2. f .x/ D
1

x
; g.x/ D

1

x3
.则 f; g是 h0;1i型无穷大,

f

g
是 h0; i型无穷小.

3. f .x/ D
.�1/Œ

1
x �

x
; g.x/ D

1

x
. 则 f; g是 h0;1i型无穷大, 但 lim

x!0

f .x/

g.x/
D lim

x!0
.�1/Œ

1
x �不存在.

0 � 1不定型

对于这种不定型, 我们可以把它化为
0

0
或

1

1
不定型, 例如

设 f 是 ha; 0i型无穷小, g是 ha;1i型无穷大, 则

1.
1

g
是 ha; 0i型无穷小, 从而 f � g D

f
1
g

是
0

0
不定型.

2. 若 f ¤ 0,则
1

f
是 ha;1i型无穷大, 从而 f � g D

g
1
f

是
1

1
不定型.

1 � 1不定型

对于这种不定型, 一般也可以把它化
0

0
或

1

1
不定型.

例如, 设 f; g是 ha;1i型无穷大. 我们有

f � g D f

�
1 �

g

f

�
.若 f ¤ 0/
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�习题 4.3

1. 若 lim
x!a

g.x/

f .x/
D A.¤ 1/,则 f � g是 ha;1i型无穷大.

2. 若 lim
x!a

g.x/

f .x/
D 1,则 f � g D

1 �
g
f

1
f

是
0

0
不定型. f � g D

f
1

1�g=f

又是
1

1
不定型.

例题 4.19计算 lim
x! �

2

tan 3x
tan x

.

这是
1

1
不定型. 令 y D

�

2
� x,则 y ! 0,

tan 3x
tan x

D
tan

�
3�
2

� 3y
�

tan
�

�
2

� y
� D

cot 3y
coty

D
cos 3y � siny
sin 3y � cosy

:

因此

lim
x! �

2

tan 3x
tan x

D lim
y!0

cos 3y siny
sin 3y cosy

D lim
y!0

siny
sin 3y

D
1

3
lim

y!0

siny
y

�
3y

sin 3y

D
1

3
:

例题 4.20计算 lim
x!C1

.

r
x C

q
x C

p
x �

p
x/.

这是1 � 1不定型.

lim
x!C1

.

r
x C

q
x C

p
x �

p
x/ D lim

x!C1

x C
p
x C

p
x � xq

x C
p
x C

p
x C

p
x

D lim
x!C1

p
x C

p
xq

x C
p
x C

p
x C

p
x

D lim
x!C1

r
1C

q
1
xr

1C

q
1
x

C
1

x3=2 C 1

D
1

2
:

关于函数不定型的极限计算方法, 我们在第 6章和第 8章中将要进一步研究. 目前就介绍到这里为
止.

K�习题 4.3k
1. 对函数 x 7! Pn.x/ D anx

n
Can�1x

n�1
C� � �Ca1xCa0; x 2 R, 分 n为奇数,偶数, an > 0,an < 0,

详细研究 Pn可能有的无穷大类型.
2. 计算下列各极限：

1) lim
x!1

x4 � 3x C 2

x5 � 4x C 3
,

2) lim
x!0

.1Cmx/n � .1C nx/m

x2
.m; n 2 N/,

3) lim
x!a

mp
x �

mp
a

n
p
x � n

p
a
.a > 0; m; n 2 N/,

4) lim
x!a

p
x �

p
aC

p
x � a

p
x2 � a2

.a > 0/,
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4.4 单调函数的极限

5) lim
x!0

np
1C x � 1

x
.n 2 N/,

6) lim
x!0˙

3x C jxj

5x � 3jxj
,

7) lim
x!˙1

�p
1C x C x2 �

p
1 � x C x2

�
,

8) lim
x!˙1

x1=3
h
.x C 1/2=3

� .x � 1/2=3
i
,

9) lim
x!C1

h
n
p
.x C a1/ � � � .x C an/ � x

i
,

10) lim
x!˙1

.x �
p
x2 � 1/n C .x C

p
x2 � 1/n

xn
.n 2 N/.

3. 考虑函数 x 7! f .x/ D
1

x

�
1C sin

1

x

�
; x 2 R � f0g. 证明：函数 f 在任何一个去心邻域 VB.0; ı/

上是无界的, 但 f 并不是 h0;C1i型无穷大.
4. 设 f W .a;C1/ ! R是任一函数 (a 2 R)满足条件：

1) 8b > a; 9M > 0, 使得 8x 2 .a; b/; jf .x/j ⩽M；

2) lim
x!C1

Œf .x C 1/ � f .x/� D C1 .�1/.

证明： lim
x!C1

f .x/

x
D C1 .�1/:

4.4 单调函数的极限

我们首先介绍函数的上,下确界.
1. 函数的上,下确界

定义 4.4

|

设 f W X ! R是任一函数.
1. 我们称 f 在 X 上是上 (下)有界的, 如果

Ran.f / D ff .x/ 2 R j x 2 Xg

是上 (下)有界集. Ran.f /的上 (下)界称为 f 在 X 上的上 (下)界.
2. 如果 f 在 X 上是上 (下)有界的, 则 Ran.f /的上 (下)确界就称为 f 在 X 上的上 (下)确
界, 记为

sup
x2X

f .x/

�
inf

x2X
f .x/

�
:

3. 我们称 f 在 X 上有界, 如果 f 在 X 上既是上有界的又是下有界的.

由上述定义立即推知：

f 在 X 上上（下）有界 ” 9M 2 R;8x 2 X; f .x/ ⩽M.⩾M/:

f 在 X 上有界 ” 9m;M 2 R;8x 2 X;m ⩽ f .x/ ⩽M:

” 9M > 0;8x 2 X; jf .x/j ⩽M:

A是 f 在 X 上的上 (下)确界 ” i) 8x 2 X; f .x/ ⩽ A .⩾ A/;

ii) 8" > 0; 9 Nx 2 X; s.t. A � " < f . Nx/ .f . Nx/ < AC "/:
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4.4 单调函数的极限

注如果函数 f W X ! R在 X 上无上 (下)界, 那么

.8n 2 N/ .9xn 2 X/ H) f .xn/ > n.< �n/:

因此, 为了今后叙述上的统一起见, 我们称 f 在 X 上有上 (下)确界C1( �1 ), 并仍记为

sup
x2X

f .x/ D C1

�
inf

x2X
f .x/ D �1

�
例题 4.21考虑正弦,余弦函数

x 7�! sin x; x 2 R； x 7�! cos x; x 2 R:

由于

j sin xj ⩽ 1; j cos xj ⩽ 1;8x 2 R;

故这两个函数在 R都是有界的, 并且

sup
x2R

sin x D sup
x2R

cos x D 1; inf
x2R

sin x D inf
x2R

cos x D �1:

例题 4.22 考虑函数 x 7�! f .x/ D x C
1

x
; x 2 RC

� .证明：

sup
x2RC

�

f .x/ D C1; inf
x2RC

�

f .x/ D 2:

证明 事实上, 由于 8M > 0; 9x D 2M ,使 xC
1

x
> M ,故此函数 f 在 RC

� 上无上界, 从而 sup
x2RC

�

f .x/ D

C1.

其次, 由于 8x 2 RC
� ;

�
x C

1

x

�
� 2 D

.x � 1/2

x
⩾ 0,故 2是函数 f 的一个下界. 又由于

9ı > 0; 1C ı C
1

1C ı
D 2C

ı2

1C ı
;

故

.8" > 0/.9ı > 0/ H) f .1C ı/ D 1C ı C
1

1C ı

D 2C
ı2

1C ı
< 2C ":

因此 inf
x2RC

�

f .x/ D 2.

例题 4.23对于正切函数 x 7�! tan x; x D

�
�
�

2
;
�

2

�
,显然有

sup
x2.� �

2
; �

2
/

tan x D C1; inf
x2.� �

2
; �

2
/
tan x D �1:

2. 单调函数的极限
我们先介绍单调函数的定义.

定义 4.5
设 f W X ! R是任一函数.

1. 我们称 f 在 X 上是单调上升 (下降)的, 如果：

8x1; x2 2 X; x1 < x2 H) f .x1/ ⩽ f .x2/ .f .x1/ ⩾ f .x2// :

2. 我们称 f 在 X 上是严格单调上升 (下降)的, 如果：

8x1; x2 2 X; x1 < x2 H) f .x1/ < f .x2/ .f .x1/ > f .x2// :
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4.4 单调函数的极限

|
3. 单调上升与单调下降函数称为单调函数.

例题 4.24对上面例4.22的函数 x 7�! x C
1

x
; x 2 RC

� ,出于

8x1; x2 2 RC
� ; x1 < x2;

�
x2 C

1

x2

�
�

�
x1 C

1

x1

�
D .x2 � x1/ �

x1x2 � 1

x1x2

故此函数在 RC
� 上不是单调的, 但它在 Œ1;C1/ 上是严格单调上升的, 而在 .0; 1/ 上是严格单调下降

的.
关于单调函数的极限, 我们有下述定理.

定理 4.3

~

设 f W X ! R是任一单调函数, x0 2 X 是一聚点, c D infX; d D supX .
1. 设 f 在 X 上单调上升.
若 x0是右侧聚点, 则 f

�
xC

0

�
存在且 f .x0/ ⩽ f

�
xC

0

�
.

若 x0是左侧聚点, 则 f
�
x�

0

�
存在且 f .x0/ ⩾ f

�
x�

0

�
.

对 c 与 d ,则有
lim

x!cC
f .x/ D inf

x2X
f .x/; lim

x!d�
f .x/ D sup

x2X

f .x/:

2. 设 f 在 X 上单调下降.
若 x0是右侧聚点, 则 f

�
xC

0

�
存在且 f .x0/ ⩾ f

�
xC

0

�
.

若 x0是左侧聚点, 则 f
�
x�

0

�
存在且 f .x0/ ⩽ f

�
x�

0

�
.

对 c 与 d ,则有
lim

x!cC
f .x/ D sup

x2X

f .x/; lim
x!d�

f .x/ D inf
x2X

f .x/:

证明 我们只对 f 是单调上升情形证明. 对单调下降函数 f ,可换 f 为 �f ,从而结论 2)由 1)推出.
若 x0是 X 的右侧聚点, 则

8x 2 X \ BC .x0; �/ ; f .x0/ ⩽ f .x/ H) f .x0/ ⩽ inf
x2X\BC.x0;�/

f .x/ D B:

于是 8" > 0,由下确界性质知,存在 Nx 2 X \ VBC .x0; �/,使得 f . Nx/ < BC ". 令 ı D Nx�x0,则 0 < ı < �.
由 f 的单调上升性我们有

8x 2 X \ BC .x0; ı/ H) B � " < f .x/ ⩽ f . Nx/ < B C "

H) jf .x/ � Bj < ":

因此 lim
x!x

C
0

f .x/ D f
�
xC

0

�
存在, 并且 f .x0/ ⩽ B D f

�
xC

0

�
.

若 x0是 X 的左侧聚点, 则

8x 2 X \ B� .x0; �/ ; f .x/ ⩽ f .x0/ H) sup
x⩽X\B�.x0;�/

f .x/ D A ⩽ f .x0/ :

于是 8" > 0,由上确界性质知, 存在 NNx 2 X \ VB� .x0; �/使得 A� " < f . NNx/.令 ı D x0 � NNx,则 0 < ı < �,
由 f 的单调上升性我们有

8x 2 X \ B� .x0; ı/ H) A � " < f . NNx/ ⩽ f .x/ < AC "

H) jf .x/ � Aj < ":
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�习题 4.4

因此 lim
x!x�

0

f .x/ D f
�
x�

0

�
存在, 并且 A D f

�
x�

0

�
⩽ f .x0/.

对于 lim
x!cC

f .x/ D inf
x2X

f .x/及 lim
x!d�

f .x/ D sup
x2X

f .x/可类似证明.

例题 4.25考虑函数 x ! Œx�; x 2 R .
此函数在 R上单调上升, 无上,下界, 且

8n 2 Z;8x 2 .n; nC 1/; Œx� D n:

因此 8n 2 Z; lim
x!nC

Œx� D n; lim
x!n�

Œx� D n � 1； 8x0 2 .n; nC 1/; lim
x!x0

Œx� D n；

lim
x!�1

Œx� D �1； lim
x!C1

Œx� D C1:

K�习题 4.4k

1. 设 f W X ! R是任一函数. 我们称 f 在点 a 2 X 处是局部有界的, 如果

9ı > 0使得 f 在 X \ B.a; ı/上有界.

我们称 f 在 X 上是局部有界, 如果 f 在 X 的每一点 x处都是局部有界的.
1) 证明：若 f 在 X 上有界, 则 f 在 X 上局部有界.
2) 举例说明：f 在 X 上局部有界不一定意味着 f 在 X 上有界.

2. 考虑函数

f .x/ D

8̂<̂
:
0; 若 x … Q;

p; 若 x D
q

p
; p > 0; p; q互质 :

证明：f 在 R的任一点 x处都不是局部有界的.
3. 考虑函数

f .x/ D

8̂<̂
:0; 若 x D 0;

1

x
sin

1

x
; 若 x ¤ 0:

1) 证明：f 在 x D 0处不是局部有界的.
2) 证明： lim

x!0
f .x/ ¤ ˙1.

3) 证明：对任意 ı > 0, f 在 R � B.0; ı/上是有界的.

4. 确定函数 f .x/ D
1

x
�

�
1

x

�
在 R � f0g上的上确界与下确界.

5. 设 f; g是任意两个函数, 且 X D Dom.f / \ Dom.g/ ¤ ∅. 证明下列不等式成立：
1) sup

x2X

Œf .x/C g.x/� ⩽ sup
x2X

f .x/C sup
x2X

g.x/；

2) inf
x2X

Œf .x/C g.x/� ⩾ inf
x2X

f .x/C inf
x2X

g.x/；

3) sup
x2X

f .x/g.x/ D

�
sup
x2X

f .x/

�
�

�
sup
x2X

g.x/

�
.f ⩾ 0; g ⩾ 0/；

4) inf
x2X

f .x/g.x/ ⩾
�

inf
x2X

f .x/

�
�

�
inf

x2X
g.x/

�
.f ⩾ 0; g ⩾ 0/.

6. 设 f W RC
! R是任一单调上升函数. 证明以下三个结论互相等价：

1) lim
x!C1

f .x/存在；

2) 实数序列 hf .n/i收敛；

3) f 在 RC上有上界.
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4.5 函数的连续与间断

7. 设 I � R是一个区间, f W I ! R是任一函数. 我们称 f 在 x0 2 I 处是增大的, 如果存在 ı > 0,
使得

f .x/ � f .x0/

8<:> 0; 8x 2 I \ VBC.x0; ı/;

< 0; 8x 2 I \ VB�.x0; ı/:

1) 证明：函数

x 7�! Qf .x/ D

8̂<̂
:0; x D 0;

x.1C x sin
1

x
/; x ¤ 0

在 x D 0处是增大的, 但对任意 " > 0, 函数 f 不是在 .�"; "/的每一点 x处都增大的.
2) 证明：如果函数 f 在 I 的每一点 x 处都是增大的, 则 f 在 I 上是严格单调上升的；反之,
若 f 在 I 上严格单调上升, 则 f 在 I 的每一点 x处都是增大的.

8. 设 f W X ! R是任一函数, a是 X 的一个聚点 (a可以是 ˙1). 设 xn 2 X � fag且 xn ! a(n !

C1). 若 lim
n!C1

f .xn/ D A(有限或˙1), 则称 A为函数 f 在 a处的子序列极限. 令

E D fA 2 R j A是 f 在 a处的子序列极限 g:

称 supE 为函数 f 当 x ! a时的上极限, 记为 lim
x!a

f .x/；称 infE 为函数 f 当 x ! a时的下极

限, 记为 lim
x!a

f .x/.

1) 证明： lim
x!a

f .x/ D A当且仅当 lim
x!a

f .x/ D lim
x!a

f .x/ D A, 其中 A为有限或˙1.

2) 证明：

lim
x!a

f .x/ D lim
ı!0C

sup
0<jx�aj<ı

f .x/ D inf
ı>0

 
sup

0<jx�aj<ı

f .x/

!
;

lim
x!a

f .x/ D lim
ı!0C

�
inf

0<jx�aj<ı
f .x/

�
D sup

ı>0

�
inf

0<jx�aj<ı
f .x/

�
:

3) 对 a D C1, 证明：

lim
x!C1

f .x/ D lim
M !C1

 
sup

x⩾M

f .x/

!
D inf

M>0

 
sup

x⩾M

f .x/

!
;

lim
x!C1

f .x/ D lim
M !C1

�
inf

x⩾M
f .x/

�
D sup

M>0

�
inf

x⩾M
f .x/

�
:

4) 计算下列各函数 f 的上极限与下极限：

f .x/ D
1

x C 1
sin

1

x
.x ! 0/;

f .x/ D
1

x C 1
cos x .x ! ˙1/;

f .x/ D sin
1

x
.x ! 0/:

4.5 函数的连续与间断

函数极限 lim
x!a

f .x/ D A 2 R中 a 2 X 的情形需要进一步的研究.
1. 函数的连续点
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4.5 函数的连续与间断

定义 4.6

|

设 f W X ! R是任一函数, x0 2 X .
1. 我们称函数 f 在 x0处连续或 x0是 f 的连续点, 如果下述性质成立：

.8" > 0/.9ı > 0/ .8x 2 X \ B .x0; ı// H) jf .x/ � f .x0/j < ";

或

.8" > 0/.9ı > 0/ H) f .X \ B .x0; ı// � B .f .x0/ ; "/ :

我们称函数 f 在 X 上连续, 如果 f 在 X 的每一点处连续.
2. 我们称函数 f 在 x0处右连续或 x0是 f 的右连续点, 如果下述性质成立：

.8" > 0/.9ı > 0/ .8x 2 X \ BC .x0; ı// H) jf .x/ � f .x0/j < ";

或

.8" > 0/.9ı > 0/ H) f .X \ BC .x0; ı// � B .f .x0/ ; "/ :

3. 我们称函数 f 在 x0处左连续或 x0是 f 的左连续点, 如果下述性质成立：

.8" > 0/.9ı > 0/ .8x 2 X \ B� .x0; ı// H) jf .x/ � f .x0/j < ";

或

.8" > 0/.9ı > 0/ H) f .X \ B� .x0; ı// � B .f .x0/ ; "/ :

下面是两个最简单的连续函数的例子.
例题 4.26 8n 2 N,幂函数 x 7�! xn; x 2 R在 R上连续.
事实上, 任取一点 x0 2 R.令 jx � x0j < 1,则

jxn
� xn

0 j D
ˇ̌
.x � x0/

�
xn�1

C xn�2x0 C � � � C xn�1
0

�ˇ̌
⩽ jx � x0j

�
jxj

n�1
C jxj

n�2
jx0j C � � � C jx0j

n�1
�

< jx � x0j

h
.jx0j C 1/n�1

C .jx0j C 1/n�2
jx0j C � � � C jx0j

n�1
i

< n .jx0j C 1/n�1
jx � x0j :

8" > 0,由 n .jx0j C 1/n�1
jx � x0j < "得到

jx � x0j < "=n .jx0j C 1/n�1

若令 ı D min
�
"=n .jx0j C 1/n�1 ; 1

�
,则

8x 2 R; jx � x0j < ı H) jxn
� xn

0 j < n .jx0j C 1/n�1
jx � x0j < ":

因此幂函数 x 7�! xn; x 2 R在 x0处连续, 由 x0 2 R的任意性知, 此幂函数在 R上连续.
例题 4.27正弦函数 x 7�! sin x; x 2 R与余弦函数 x 7�! cos x, x 2 R在 R上连续.

8x0 2 R,由于 j sin xj ⩽ jxj.8x 2 R/,故

jsin x � sin x0j D 2

ˇ̌̌̌
sin

x � x0

2
cos

x C x0

2

ˇ̌̌̌
⩽ 2 �

jx � x0j

2
D jx � x0j

于是

.8" > 0/.9ı D " > 0/ .8x 2 R; jx � x0j < ı/ H) jsin x � sin x0j < ":
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4.5 函数的连续与间断

此即表明正弦函数 x 7�! sin x; x 2 R在 x0处连续, 再由 x0的任意性推知, 正弦函数在 R上连续.
同理可证余弦函数 x 7�! cos x; x 2 R在 R上连续.
从上面函数在一点处的连续,右 (左)连续的定义可推出下述几个简单结论：

1. 若 x0 2 X 是孤立点, 则 f 在 x0处连续.
2. 若 x0 2 X 是聚点,右侧聚点,左侧聚点, 则

f 在 x0处连续 ” lim
x!x0

f .x/ D f .x0/ ;

f 在 x0处右连续 ” lim
x!x

C
0

f .x/ D f .x0/ ;

f 在 x0处左连续 ” lim
x!x�

0

f .x/ D f .x0/ :

3. 若 x0 2 X 是双侧聚点, 则

f 在 x0处连续 ” f 在 x0处左,右连续.

2. 函数的间断点

定义 4.7

|

设 f W X ! R是任一函数, x0 2 X .若 f 在 x0 处不连续, 则我们称 f 在 x0 处间断, x0 称为 f

的间断点或不连续点.

根据 f 在 x0处连续的定义可知,

x0 2 X 是 f 的间断点

” .9"0 > 0/ .8ı > 0/ .9 Nx 2 X \ B .x0; ı// H) jf . Nx/ � f .x0/j ⩾ "0:

现在我们来研究间断点的分类.

定义 4.8

|

设 f W X ! R是任一函数, x0 2 X .
1. x0是 X 的右侧聚点.
若 lim

x!x
C
0

f .x/ D f
�
xC

0

�
存在, 但 f

�
xC

0

�
¤ f .x0/,则称 x0是 f 的第一类右侧间断点.

若 lim
x!x

C
0

f .x/不存在, 或等于˙1,则称 x0是 f 的第二类右侧间断点.

2. x0是 X 的左侧聚点.
若 lim

x!x�
0

f .x/ D f
�
x�

0

�
存在, 但 f

�
x�

0

�
¤ f .x0/,则称 x0是 f 的第一类左侧间断点.

若 lim
x!x�

0

f .x/不存在, 或等于˙1,则称 x0是 f 的第二类左侧间断点.

3. x0是 X 的双侧聚点.
若 x0同时是 f 的第一类右,左侧间断点, 则称 x0是 f 的第一类间断点.
若 x0是 f 的第一类间断点, 并且 f

�
xC

0

�
D f

�
x�

0

�
, 则称 x0是 f 的可去间断点.

若 x0是 f 的非第一类间断点的间断点, 则我们称 x0是 f 的第二类间断点.

注当 x0 是函数 f W X ! R的可去间断点时, 我们可以改变 f 在 x0 处的定义使得修改后的函数在 x0

处连续. 为此我们令 ef .x/ D

(
f .x/; x 2 X; x ¤ x0

f
�
xC

0

�
D f

�
x�

0

�
; x D x0
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4.5 函数的连续与间断

显然函数 ef W X ! R在 x0处连续.
如果 x0是 f 的第一类右 (左)侧间断点, 则也可类似地改变 f 在 x0处的定义, 使得修改后的函数

在 x0处右 (左)连续.
例题 4.28考虑如下定义的函数 f; g W R ! R：

f .x/ D

8̂<̂
: sin x; x > 0;

1; x ⩽ 0；
g.x/ D

8̂<̂
:
sin x
x
; x ¤ 0;

2; x D 0:

由于 lim
x!0C

f .x/ D 0 ¤ f .0/; lim
x!0

g.x/ D 1 ¤ g.0/,故 x D 0是函数 f 的第一类右侧间断点, 0是

函数 g的第一类间断点, 并且是可去间断点.
例题 4.29考虑符号函数 x 7�! sgn.x/; x 2 R.
由于 lim

x!0C
sgn.x/ D 1; lim

x!0�
sgn.x/ D �1; sgn.0/ D 0,故 x D 0是第一类间断点, 但不是可去间断

点.
例题 4.30 考虑函数

x 7�! f .x/ D

8̂<̂
:sin

1

x
; x ¤ 0；

0 ; x D 0:

在 §2例4.10中已证 lim
x!0

sin
1

x
不存在. 因此 0是此函数 f 的第二类间断点.

例题 4.31考虑函数

x 7�! f .x/ D

8̂<̂
:
1

x
; x ¤ 0；

1; x D 0:

由于 lim
x!0C

1

x
D C1; lim

x!0�

1

x
D �1,故 0是此函数 f 的第二类间断点.

关于函数的间断点, 我们自然要问：
1. 是否存在函数 f W I ! R.I � R是一区间), 使得 I 的所有点是第一类的可去间断点？

2. 是否存在函数 f W I ! R,使得属于 I 的 f 的所有间断点是第一类的可去间断点？

3. 是否存在函数 f W I ! R,使得属于 I 的 f 的所有间断点是第二类间断点.
第一个问题的答案是否定的 (见习题 12). 第二,三两个问题的回答是肯定的.

例题 4.32考虑 Riemann函数

x 7! R.x/ D

8̂̂̂̂
<̂
ˆ̂̂:
0; x 2 Qc；

1; x D 0；

1

p
; x D

q

p
; p 2 N； q 2 Z; p; q互质.

由于 8x0 2 R; lim
x!x0

R.x/ D 0,故 Riemann函数 R 在每一个无理点处连续, 而在每一个有理点处间断.

因此 Riemann函数的所有间断点是第一类的可去间断点. 虽然此间断点集 Q ¤ R.但它在 R中稠密.
例题 4.33考虑 Dirichlet函数

x 7�! D.x/ D

8<:1; x 2 Q

0; x 2 Qc :

由于 8x0 2 R; lim
x!x0

D.x/不存在, 故 Dirichlet函数定义域 R的每一点都是它的第二类间断点.
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4.5 函数的连续与间断

下面我们来研究

3. 单调函数的间断点

定理 4.4

~
任一单调函数 f W X ! R的所有间断点 (若存在)都是第一类的.

证明 设 x0 2 X是f 的任一间断点. 根据定理4.3知, 若 x0是X的右 (左)侧或双侧聚点, 则f
�
xC

0

� �
f
�
x�

0

��
或 f

�
xC

0

�
; f

�
x�

0

�
存在, 因此 x0是第一类的间断点.

定义 4.9

|

设 f W X ! R是任一单调函数, x0 2 X 是 f 的任一间断点.
1. 若 x0是 X 的右 (左)侧间断点, 则我们称数

s
�
xC

0

�
D
ˇ̌
f
�
xC

0

�
� f .x0/

ˇ̌ �
s
�
x�

0

�
D
ˇ̌
f
�
x�

0

�
� f .x0/

ˇ̌�
为 f 在 x0处的右 (左)侧跃度.

2. 若 x0是 X 的双侧间断点, 则我们称数

s .x0/ D
ˇ̌
f
�
xC

0

�
� f

�
x�

0

�ˇ̌
为 f 在 x0处的跃度.

定理 4.5

~

设 f W X ! R是任一单调函数.
1. 令 A D infX;B D supX ,则 8� > 0;8a; b 2 R,并且 A < a < b < B; f 在 X \ Œa; b�上最

多只有有限个右 (左)侧跃度大于 �的右 (左)侧间断点.
2. f 在 X 上的间断点集是一可数集.

证明

1. 我们只需考虑 f 是单调上升及右侧间断点的情形.
首先由确界性质知, 存在 Nx; NNx 2 X 使得 A < Nx < a < b < NNx < B .现设 x1; x2; � � � ; xk 是 f 在

X \ Œa; b�上的 k个右侧间断点. 我们证明下述不等式成立：
kX

iD1

�
f
�
xC

i

�
� f .xi /

�
⩽ f . NNx/ � f . Nx/

事实上, 由 Nx < xi < xiC1 < NNx.i D 1; 2; � � � ; k � 1/ 及 f 的单调上升性知, f .x1/ � f . Nx/ ⩾
0; f . NNx/ � f

�
xC

k

�
⩾ 0; f .xiC1/ �f

�
xC

i

�
⩾ 0.i D 1; 2; � � � ; k � 1/.由此推得

kX
iD1

�
f
�
xC

i

�
� f .xi /

�
D

kX
iD1

�
f
�
xC

i

�
� f .xi /

�
C f . Nx/ � f . NNx/C f . NNx/ � f . Nx/

Df . NNx/ � f . Nx/ � Œf .x1/ � f . Nx/� �
�
f . NNx/ � f

�
xC

k

��
�

k�1X
iD1

�
f .xiC1/ � f

�
xC

i

��
⩽f . NNx/ � f . Nx/:

如果在右侧间断点 xi .i D 1; 2; � � � ; k/处的右侧跃度 s
�
xC

i

�
D f

�
xC

i

�
� f .xi / > �,则由上述不
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等式得到

k� < f . NNx/ � f . Nx/: (4.2)

由于 f . NNx/� f . Nx/是与 k无关的常数, 故满足不等式(4.2)的 k不能无限的大. 因此 f 在 X \ Œa; b�

上最多只有有限个右侧跃度大于 �的右侧间断点.
对左侧间断点的情形可类似证明.

2. 我们用 E 表示 f 在 X 上的间断点集.

设 A;B 2 R:8n 2 N,我们用 En; E
.C/
n ; E.�/

n 分别表示 f 在 X \

�
AC

1

n
;B �

1

n

�
上的间断点集,

右侧间断点,左侧间断点集. 则

En D E.C/
n [E.�/

n ; E D [
n2N

En:

若令

E
.C/

nk
D

�
x 2 E.C/

n

ˇ̌̌̌
s
�
xC
�
>
1

k

�
E

.�/

nk
D

�
x 2 E.�/

n

ˇ̌̌̌
s .x�/ >

1

k

�
则我们有

E.C/
n D [

k2N
E

.C/

nk
; E.�/

n D [
k2N

E
.�/

nk

因此

E D [
n2N

[
k2N

�
E

.C/

nk [E
.�/

nk

�
根据 1)所证, 8n 2 N;8k 2 N; E.C/

nk
与 E

.�/

nk
是有限集, 故[

n2N
[
k2N

�
E

.C/

nk [E
.�/

nk

�
是可数集, 从

而 E 是可数集.
对 A;B 的其他情形, 只需将上述证明稍作修改, 即可类似证明.
例题 4.34对于函数 x 7�! Œx�; x 2 R,从 �4例 4.30的证明可知：

1. 8n 2 Z,此函数在 .n; nC 1/上连续.
2. 8n 2 Z; n是此函数的第一类间断点. 因此该函数的全部间断点的集合为 Z,它是一个可数无限集.

K�习题 4.5k
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�习题 4.5

1. 确定下列各函数 x 7! f .x/; x 2 X 的间断点集及间断点的类型, 并画出函数的图形.

1/f .x/ D sgn
�
sin

�

x

�
; x ¤ 0 2/f .x/ D

�
1

x

�
; x ¤ 0

3/f .x/ D

8<:x
3; jxj ⩽ 1

1; jxj > 1
4/f .x/ D

8̂<̂
:cos

��x
2

�
; jxj ⩽ 1

jx � 1j; jxj > 1

5/f .x/ D

8<:cos.�x/; x 2 Q

0; x … Q
6/f .x/ D

8̂<̂
:
sin x
jxj

; x ¤ 0

1; x D 0

7/f .x/ D

8<:cot2.�x/; x … Z

0; x 2 Z
8/f .x/ D

8̂<̂
:

x

1 � jxj
; jxj ¤ 1

1; jxj D 1

2. 研究函数

f .x/ D

8̂<̂
:

x

tan x
; x ¤ n� C

�

2
; n 2 Z;

1; x D n� C
�

2
; n 2 Z;

的间断点类型.
3. 证明：函数

f .x/ D

8̂<̂
:
x

�
1

x

�
; x ¤ 0;

1; x D 0

在 x D 0处连续.
4. 证明：函数 x 7!

p
x; x 2 RC在 RC上连续.

5. 证明：函数

f .x/ D

8<:x
2; x 2 Q;

0; x … Q

只在 x D 0处连续.
6. 证明：函数

f .x/ D

8<:x; x 2 Q;

1 � x; x … Q

在 x D
1

2
处连续.

7. 设函数 f W X ! R满足条件：

1) 对任意 x; y 2 X 且 x C y 2 X , 有 f .x/C f .y/ D f .x C y/；

2) f 在 x D 0处连续.
证明：对任意 x0 2 X , f 在 x0处连续.

8. 设函数 f W Œa; b� ! R在 Œa; b�上有界. 定义函数 i; s;ei ;es W Œa; b� ! R如下：对 8x 2 Œa; b�,

i.x/ D inf
a⩽t<x

f .t/; s.x/ D sup
a⩽t<x

f .t/;

ei.x/ D inf
a⩽t<x

f .t/; es.x/ D sup
a⩽t<x

f .t/:
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证明：

1) 函数 i; s在 Œa; b�的每一点 x处左连续.
2) 举例说明函数ei ;es在 Œa; b�上不一定右连续.
3) 若函数 f 在 Œa; b�上连续, 则函数ei ;es在 Œa; b�上连续.
4) 若函数 f 在 x0 2 Œa; b�处连续, 并且 f .x0/ < As.x0/, 则存在 x0的一个邻域 .˛; ˇ/, 使得es在
.˛; ˇ/上取常值.

9. 设 f W .0; 1/ ! R是任一连续函数, hani; hbni是两个实数序列, 使得 lim
n!C1

an D 0; lim
n!C1

bn D 0:

假设对任意 x 2 .0; 1/, 存在 N.x/ 2 N, 使得对任意 n ⩾ N.x/, 有 f .x C an/ D f .x C bn/:

1) 证明：若 0 < an D bnC1对所有 n 2 N成立, 则 f 是常值函数.
2) 若 0 < bn < an对所有 n 2 N成立, 问：f 一定是常值函数吗？

10. 设 A � R是任一非空集合. A的直径D.A/定义为：

D.A/ D sup
x;y2A

jx � yj:

设 f W X ! R是任一有界函数. 对任意 x 2 X , 令

!.f; x/ D inf
U 2N .x/

D.f .U \X//:

1) 证明：f 在 x 处连续当且仅当 !.f; x/ D 0.
2) 证明：对任意 " > 0, 集合 E D fx 2 X j !.f; x/ ⩾ "g是闭集.

11. 设 f W R ! RC是任一函数, 使得对任意 " > 0, 集合 E" D fx 2 R j f .x/ ⩾ "g是有限集.
1) 证明：对任意区间 Œa; b� � R, 存在 � 2 Œa; b�, 使得 f .�/ D 0.
2) 证明：若 x0 2 R且 f .x0/ D 0, 则 f 在 x0处连续.

12. 设 f W Œa; b� ! R是任一函数, 使得它的每一个间断点都是可去间断点.

1) 证明：8" > 0, E" D

�
x 2 Œa; b� j

ˇ̌̌̌
lim

y!x
f .y/ � f .x/

ˇ̌̌̌
> "

�
是有限集.

2) 证明：f 的间断点集是可数集. 由此推知, 不存在函数 f W Œa; b� ! R, 使得 Œa; b�的每一点

是 f 的可去间断点.
证明 (1) 对于每个 x 2 E" , 存在 ıx > 0 使得对于所有 y 2 .x � ıx; x C ıx/ \ Œa; b�nfxg , 有
j f .y/� g.x/ j< "=2 , 其中 g.x/ D lim

y!x
f .y/ .

因为 jg.x/ � f .x/j > " , 对于任何 y 2 .x � ıx; x C ıx/ \ Œa; b�nfxg , 有：

jf .y/ � f .x/j � jg.x/ � f .x/j � jf .y/ � g.x/j > " � "=2 D "=2

这意味着在 x 的邻域内, f 的值与 f .x/相差至少 "=2 . 如果 E" 是无限的, 那么根据 Bolzano－
Weierstrass定理, E" 有一个极限点 c 2 Œa; b� . 但是, 在 c 的任何邻域内都有 x 2 E" , 使得 f 在

x 附近的值与 f .x/相差至少 "=2 , 这与 lim
y!c

f .y/的存在性矛盾（因为 f 在 c 点有极限, 应该可

以在足够小的邻域内控制 f .y/的波动）. 因此, E"必须是有限的.
(2) f 的间断点集是：

D D

�
x 2 Œa; b� j f .x/ ¤ lim

y!x
f .y/

�
对于每个 x 2 D , 存在 "x > 0使得

ˇ̌̌̌
f .x/ � lim

y!x
f .y/

ˇ̌̌̌
> "x . 我们可以将D表示为：

D D

1

[
nD1

E1=n
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4.6 连续函数性质

因为对于任何 x 2 D , 存在 n使得

ˇ̌̌̌
f .x/ � lim

y!x
f .y/

ˇ̌̌̌
> 1=n , 即 x 2 E1=n . 由 (1), 每个 E1=n是

有限的, 因此D是可数多个有限集的并, 是可数集.
如果 Œa; b�的每一点都是 f 的可去间断点, 那么 D D Œa; b� , 即 Œa; b�是可数集. 但 Œa; b�是不可

数的, 矛盾. 因此, 不存在这样的函数.

4.6 连续函数性质

连续函数除了具有函数极限的一般性质外, 还有它本身的许多特性.
1. 连续函数的一般性质

定理 4.6

~

设函数 f; g W X ! R在 x0 2 X 处连续, 则

1. f ˙ g; fg;
f

g
.g .x0/ ¤ 0/都在点 x0处连续.

2. f 在 x0处是局部有界的.
3. 若 f .x0/ > r.< r/,则存在 ı > 0使得

8x 2 X \ B .x0; ı/ ; f .x/ > r.< r/:

4. 若 9ı > 0,使得 8x 2 X \ B .x0; ı/ ; f .x/ ⩾ g.x/,则 f .x0/ ⩾ g .x0/ .
5. 若 f .x0/ > g .x0/,则存在 ı > 0使得

8x 2 X \ B .x0; ı/ ; f .x/ > g.x/:

此定理可由函数极限的相应性质推出, 证明从略.

定理 4.7

~

设 f W X ! R是任一函数, x0 2 X ,则 f 在 x0处连续的充分必要条件是：

8xn 2 X.n 2 N/; 且 xn ! x0.n ! C1/ lim
n!C1

f .xn/ D f .x0/

此定理可由函数极限的性质4.4(Heine定理), 令 A D f .x0/推出.
例题 4.35 8n 2 N,任意一个实系数的 n次多项式函数

x 7! Pn.x/ D anx
n

C an�1x
n�1

C � � � C a1x C a0; x 2 R

在 R连续.
例题 4.36 8n;m 2 N.任意一个实系数的有理分式函数

x 7�!
Pn.x/

Qm.x/
D

anx
n C an�1x

n�1 C � � � C a1x C a0

bmxm C bn�1xm�1 C � � � C b1x C b0

在其定义域 X 上连续.
例题 4.37由于 tan x D

sin x
cos x

; cot x D
cos x
sin x

,故正切函数 x 7�! tan x, x 2 R �

n
k� C

�

2

ˇ̌̌
k 2 Z

o
,余切函

数 x 7�! cot x; x 2 R� fk� j k 2 Zg在各自定义域上连续.
2. 连续函数的特性
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定理 4.8 (复合函数的连续性)

~

设函数 f W X ! R与 g W Y ! R满足下列条件：

1. f 在 X 上连续, g在 Y 上连续；

2. Z D Dom.g ı f / ¤ ∅.
则复合函数 g ı f W Z ! R在 Z 上连续.

证明 任取一点 x0 2 Z D Dom.g ı f / . 由于 Dom( g ı f ) D Dom.f / \ f �1.Dom.g//,故 x0 2 X; y0 D

f .x0/ 2 Y .
现在由 g在 y0 D f .x0/处连续知

.8" > 0/.9� > 0/ H) g .Y \ B .f .x0/ ; �// � B .g .f .x0// ; "/ :

另一方面, 由于 f 在 x0处连续, 故

.对 � > 0/.9ı > 0/ H) f .X \ B .x0; ı// � B .f .x0/ ; �/ .

于是

g ı f .Z \ B .x0; ı// D g ı f
�
X \ f �1.Y / \ B .x0; ı/

�
D g

�
f
�
f �1 .Y \X \ B .x0; ı//

�
� g

�
f
�
f �1.Y /

�
\ f .X \ B .x0; ı//

�
� g .Y \ B .f .x0/ ; �//

� B .g .f .x0// ; "/

D B .g ı f .x0/ ; "/ :

因此 g ı f 在 x0处连续. 由 x0的任意性知 g ı f 在 Z上连续.
例题 4.38考虑函数 x 7�!

p
j cos xj; x 2 R.

此函数可以看作下述三个函数的复合：

x
f

7�! cos x; x 2 R; y
g

7�! jyj; y 2 R; z
h

7�!
p
z; z 2 RC:

即 p
j cos xj D h ı g ı f .x/; x 2 R:

由于函数 f; g; h 在各自定义域上连续, 故由上述定理知 (两次应用定理4.8), 函数 h ı g ı f 也明函数

x 7�!
p

j cos xj;x 2 R在 R上连续.

定理 4.9 (Weierstrass定理)

~

设 Œa; b� � R; f W Œa; b�! R是任一连续函数, 则
1. f 在 Œa; b�上有界.
2. f 达到它的上,下确界, 即存在 x0; x00

2 Œa; b�使得

f
�
x0
�

D inf
x2Œa;b�

f .x/; f
�
x00
�

D sup
x2Œa;b�

f .x/:

3. f 取介于 f
�
x0
�
与 f

�
x00
�
之间的一切值, 即

f .Œa; b�/ D
�
f
�
x0
�
; f

�
x00
��
:
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4.6 连续函数性质

证明 1)用反证法, 假设 f 在 Œa; b�上无界, 则

.8n 2 N/ .9xn 2 Œa; b�/ H) jf .xn/j > n (4.3)

由此得一实数序列 hxni.由 Bolzano-Weierstrass定理不妨设序列 hxni本身收敛. 令 lim
n!C1

xn D Nx,

则 Nx 2 Œa; b�.由 f 的连续性知, 函数值序列 hf .xn/i收敛于 f . Nx/,于是序列 hf .xn/i有界. 这显然与上
述式(4.3)相矛盾. 因此 f 在 Œa; b�上有界.

2)令
m D inf

x2Œa;b�
f .x/;M D sup

x2Œa;b�

f .x/:

则由 1)知, m;M 2 R.
由上确界特性知,

.8n 2 N/ .9xn 2 Œa; b�/ H) M �
1

n
< f .xn/ ⩽M: (4.4)

由此得一实数序列 hxni,它是有界的, 由 Bolzano-Weierstrass定理, 不失一般性, 可以假设序列 hxni本

身收敛. 令 lim
n!C1

xn D x00.于是 x00
2 Œa; b�.由 f 的连续性得到

f
�
x00
�

D lim
n!C1

f .xn/ :

最后在不等式(4.4)中令 n ! C1取极限得到

f
�
x00
�

D M:

下确界的情形可类似证明.
3) 若 x0

D x00, 则 f
�
x0
�

D f
�
x00
�
. 于是 f 在 Œa; b� 上为常值函数, 结论自然成立. 因此不妨设

x0
¤ x00且 x0 < x00.令 y0 2

�
f
�
x0
�
; f

�
x00
��
.考虑集合

G D

�
x 2

�
x0; x00

� ˇ̌̌̌
f .x/ ⩽ y0

�
:

因为 x0
2 G,所以 G ¤ ∅. G 是有界集. 于是 c D supG 存在, 并且 x0 ⩽ c ⩽ x00.我们证明 f .c/ D y0.

首先证明 f .c/ ⩽ y0,事实上, 由上确界的特性知, 存在实数序列 hxni使得 xn 2 G.n 2 N/; xn !

c.n ! C1/.由于 f .xn/ ⩽ y0,放由 f 的连续性知, f .c/ ⩽ y0.
若 f .c/ < y0,则 c < x00.于是由 f 在 c 处的连续性, 存在 ı > 0使得

c < c C ı < x00 并且 f .c C ı/ < y0

此即表明 c C ı 2 G,这与 c 的定义相矛盾. 因此 f .c/ D y0.

推论 4.1

~

设 f W Œa; b� ! R是任一连续函数, 则对任一介于 f .a/与 f .b/之间的值 �,存在 c 2 Œa; b�使得

f .c/ D �:

特别地, 若 f .a/ � f .b/ < 0,则存在 c 2 .a; b/使得

f .c/ D 0:

从几何上来看, 此推论表明, 正 xOy 平面上平行于 x 轴的直线 y D �必与函数 f 的图形相交.
若 f .a/ � f .b/ < 0,则 f 的图形必穿过 x轴.
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图 4.10

推论 4.2

~
设 I � R是任一区间, f W I ! R是任一连续函数, 则 f .I /也是一个区间.

证明 根据第 3章 §4习题 10的结论, 我们只需证明：

8y1; y2 2 f .I / 且 y1 < y2 H) Œy1; y2� � f .I /

令 x1,x2 2 I ,使 y1 D f .x1/ ; y2 D f .x2/.不妨设 x1 < x2. 于是由上述定理知,

Œy1; y2� �

"
inf

x2Œx1;x2�
f .x/; sup

x2Œx1;x2�

f .x/

#
D f .Œx1; x2�/ � f .I /:

例题 4.39任意一个实系数的奇次代数方程

a2nC1x
2nC1

C a2nx
2n

C � � � C a1x C a0 D 0 .a2nC1 ¤ 0/

至少有一个实根.
事实上, 定义函数 f W R ! R如下：

f .x/ D a2nC1x
2nC1

C a2nx
2n

C � � � C a1x C a0x 2 R

D a2nC1x
2nC1

�
1C

a2n

a2nC1
�
1

x
C � � � C

a1

a2nC1
�
1

x2n
C

a0

x2nC1

�
右边括号内的表达式当 jxj充分大以后恒为正值, 因此存在M > 0 , 使得 f .M/与 a2nC1M

2nC1同号,
f .�M/与 �a2nC1M

2nC1 同号, 从而 f .M/ � f .�M/ < 0.由于 f 在 Œ�M;M�上连续, 故由上述推论
4.1知, 至少存在一点 c 2 .�M;M/使得 f .c/ D 0.

3. 一致连续性
设 X � R是任一非空集合, f W X ! R在 X 上连续. 于是 8x0 2 X ,由连续性定义知

.8" > 0/ .9ıx0
> 0/ .8x 2 X; jx � x0j < ıx0

/ H) jf .x/ � f .x0/j < ":

这里 ıx0
与 x0有关,

如果 ı D inf
x02X

ıx0
> 0,则显然我们有：

8x; x0
2 X;

ˇ̌
x � x0

ˇ̌
< ı H)

ˇ̌
f .x/ � f

�
x0
�ˇ̌
< ":

但一般说来, 可能出现 inf
x02X

ıx0
D 0的情形.

例如考虑函数 f W .0; 1� ! R：

8x 2 .0; 1�; f .x/ D
1

x
:

8x0 2. 0; 1� ;8x 2

hx0

2
; 1
i
,我们有ˇ̌̌̌

1

x
�
1

x0

ˇ̌̌̌
D

jx � x0j

xx0
<
2 jx � x0j

x2
0

:
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8" > 0,由
2 jx � x0j

x2
0

< "得到 jx � x0j <
"x2

0

2
. 若令 ıx0

D
x2

0"

2
,则 ıx0

> 0,于是对 0 < " < 1,我

们有：

8x 2 .0; 1�; jx � x0j < ıx0
H)

ˇ̌̌̌
1

x
�
1

x0

ˇ̌̌̌
< ":

很显然, 这里 inf
x02.0;1�

ıx0
D inf

x02.0;1�

x2
0"

2
D 0,换句话说, 不存在 ı > 0使得

8x; x0
2 .0; 1�;

ˇ̌
x � x0

ˇ̌
< ı H)

ˇ̌̌̌
1

x
�
1

x0

ˇ̌̌̌
< ":

为了研究这种 “一致性”ı的存在性, 我们引进一致连续性的下述定义.

定义 4.10

|

设 X � R是任一非空集合, f W X ! R是任一函数, 我们称 f 在 X 上是一致连续的, 如果下述
性质成立：

.8" > 0/.9ı > 0/
�
8x; x0

2 X;
ˇ̌
x � x0

ˇ̌
< ı

�
H)

ˇ̌
f .x/ � f

�
x0
�ˇ̌
< ":

下面的定理指出了一个一致连续函数类.

定理 4.10

~
设 X � R是有界闭集, 若函数 f W X ! R连续, 则 f 是一致连续的.

证明 用反证法. 假设 f 在 X 上不一致连续. 则

.9"0 > 0/ .8ı > 0/
�
9x0; x00

2 X;
ˇ̌
x0

� x00
ˇ̌
< ı

�
H)

ˇ̌
f
�
x0
�

� f
�
x00
�ˇ̌

⩾ "0:

取 ı D
1

n
.n 2 N/ . 于是存在 x0

n; x
00
n 2 X 使得ˇ̌

x0
n � x00

n

ˇ̌
<
1

n
;
ˇ̌
f
�
x0

n

�
� f

�
x00

n

�ˇ̌
⩾ "0.8n 2 N/:

由此得到两个实数序列
˝
x0

n

˛
与
˝
x00

n

˛
,它们都是有界的. 由 Bolzano-Weierstrass定理知, 序列

˝
x0

n

˛
有

收敛子序列, 不妨设
˝
x0

n

˛
本身收敛. 令 lim

n!C1
x0

n D Nx.由于 X 是闭集, 故 Nx 2 X .

另一方面, 由 ˇ̌
x0

n � x00
n

ˇ̌
<
1

n
; x00

n D
�
x00

n � x0
n

�
C x0

n.8n 2 N/

知, lim
n!C1

�
x0

n � x00
n

�
D 0,从而序列

˝
x00

n

˛
收敛, 并且

lim
n!C1

x00
n D lim

n!C1

�
x00

n � x0
n

�
C lim

n!C1
x0

n D Nx

现在对不等式
ˇ̌
f
�
x0

n

�
� f

�
x00

n

�ˇ̌
⩾ "0.8n 2 N/令 n ! C1取极限, 由 f 的连续性推知

"0 ⩽ lim
n!1

f
�
x0

n

�
� lim

n!C
f
�
x00

n

�
j D jf . Nx/ � f . Nx/j D 0:

这与 "0 > 0矛盾.
因此 f 在 X 上一致连续.

例题 4.40正弦,余弦函数 x 7�! sin x; x 7�! cos x; x 2 R,在 R上一致连续.
事实上, 8x; x0

2 R,我们有ˇ̌
sin x � sin x0

ˇ̌
D 2

ˇ̌̌̌
sin

x � x0

2

ˇ̌̌̌ ˇ̌̌̌
cos

x C x0

2

ˇ̌̌̌
⩽
ˇ̌
x � x0

ˇ̌
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于是

.8" > 0/.9ı D "/
�
8x; x0

2 R;
ˇ̌
x � x0

ˇ̌
< ı

�
)
ˇ̌
sin x � sin x0

ˇ̌
< ":

因此正弦函数 x ! sin x; x 2 R在 R上一致连续.
同理可证余弦函数 x 7�! cos x; x 2 R在 R上一致连续.

例题 4.41 函数 x 7�!
1

x
; x 2 .0; 1�,在 .0; 1�上不是一致连续的, 但 80 < a < 1,此函数在 Œa; 1�上是一

致连续的.
由于 Œa; 1�是有限闭区间, 收由上述定理知, 此函数在 Œa; 1�上一致连续. 为了证明它在 .0; 1�上不

一致连续. 令
xn D

1

2n
; x0

n D
1

n
.8n 2 N/;

则
ˇ̌
xn � x0

n

ˇ̌
D

1

2n
! 0.n ! C1/,但

ˇ̌̌̌
1

xn
�
1

x0
n

ˇ̌̌̌
D n > 1.

此即表明此函数在 .0; 1�上不一致连续.

定理 4.11

~
设 X � R是任一有界集, f W X ! R在 X 上一致连续, 则 f 在 X 上连续,有界.

证明 f 的连续性是显然的. 假设 f 在 X 上无界. 那么

.8n 2 N/ .9xn 2 X/ H) jf .xn/j > n:

由此得一实数序列 hxni.由 Bolzano-Weierstrass定理知, 不妨设 hxni本身收敛.
另一方面, 由于 f 在 X 上一致连续, 故由定义有：

.8" > 0/.9ı > 0/
�
8x; x0

2 X;
ˇ̌
x � x0

ˇ̌
< ı

�
H)

ˇ̌
f .x/ � f

�
x0
�ˇ̌
< "

又因为 hxni收敛, 所以 hxni是 Cauchy序列, 从而对上述 ı > 0,存在 N 2 N,使得

8n;m 2 N; n;m ⩾ N H) jxn � xmj < ı:

由此得到

8n;m 2 N; n;m ⩾ N H) jf .xn/ � f .xm/j < ":

此即表明 hf .xn/i 是 Cauchy 实数序列. 从而序列 hf .xn/i 有界, 这显然与前面的不等式 jf .xn/j >

n.8x 2 N/相矛盾. 因此 f 在 X 上有界.

现在我们用此定理来重新证明例 4.41的函数 x 7�!
1

x
; x 2

�
0; 1

�
,在 .0; 1�上不一致连续就十分简

单, 因为此函数在 .0; 1�上无界.
定理4.11的逆命题不成立.

例题 4.42函数 x �! sin
1

x
; x 2

�
0; 1

�
,在 .0; 1�上有界, 并且连续, 但不一致连续.

事实上, 对 "0 D 1,及 8ı > 0; 9n 2 N使得

x0
D

1

2n�
; x00

D
1

2n� C
�
2

2 .0; 1� 且
ˇ̌
x0

� x00
ˇ̌
< ı

但是 ˇ̌̌̌
sin

1

x0
� sin

1

x00

ˇ̌̌̌
D

ˇ̌̌
sin 2n� � sin

�
2n� C

�

2

�ˇ̌̌
D 1:
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�习题 4.6

K�习题 4.6k

1. 设 f; g W .a; b/ ! R是任意两个连续函数.
1) 证明：E D fx 2 .a; b/ j f .x/ ¤ 0g是开集.
2) 证明：F D fx 2 .a; b/ j f .x/ > g.x/g是开集.
3) 证明：G D fx 2 .a; b/ j f .x/ D g.x/g是闭集.

2. 设连续函数 f; g W Œa; b� ! R满足不等式

0 < g.x/ < f .x/;8x 2 Œa; b�:

证明：存在 k > 1使得 kg.x/ ⩽ f .x/;8x 2 Œa; b�.
3. 设连续函数 f; g W Œ0; 1� ! R满足条件

f .0/ D 0; f .1/ D 1; g.0/ D 1; g.1/ D 0:

证明：8� 2 RC; 9x 2 Œ0; 1�使得 f .x/ D �g.x/.
4. 设 f; g W Œa; b� ! Œa; b�是任意两个连续函数.

1) 证明：至少存在一个 x0 2 Œa; b�, 使得 f .x0/ D x0.
2) 若 f ı g D g ı f , 则至少存在一个 x0 2 Œa; b�使得 f .x0/ D g.x0/.

5. 设 I � R是任一区间, f W I ! R是任一函数.
1) 证明：若 f 在 I 上连续, 并且 f .I / � Q, 则 f 是常值函数.
2) 证明：若 f 在 I 上连续, 并且 f .I / � Qc , 则 f 是常值函数.
3) 证明：若 I 不为单元集, 并且 f .I \ Q/ � Qc ; f .I \ Qc/ � Q, 则 f 在 I 上不可能连续.

6. 设连续函数 f; g W Œa; b� ! R满足条件：

f .x/ ¤ 0; f 2.x/ D g2.x/;8x 2 Œa; b�:

证明：下述两种情形中有且只有一种情形出现：

1) f .x/ D g.x/;8x 2 Œa; b�.
2) f .x/ D �g.x/;8x 2 Œa; b�.

7. 设 a 2 R; f W Œa;C1/ ! R是任一连续函数, 并且 lim
x!C1

f .x/ D A(有限或˙1).

1) 证明：f 取介于 f .a/与 A之间的一切值.
2) 证明：若 A D C1, 则 f 是下有界的, 并且 f 达到它的下确界.

8. 设 Pn.x/ D xn
C an�1x

n�1
C � � � C a1x C a0. 证明：

1) 若 a0 < 0, 则 Pn.x/ D 0至少有一个正根.
2) 若 a0 < 0且 n为偶数, 则 Pn.x/ D 0至少有一个负根.
3) 若 n 为偶数, 则存在 Nx 2 R 使得 Pn.x/ ⩾ Pn. Nx/;8x 2 R. 由此推出：存在实数 m 使得

8b ⩾ m, 方程 Pn.x/ D b有实解存在, 而 8b < m, 方程 Pn.x/ D b没有实解存在.
9. 设 Œa; b� � R是任一有限闭区间, f W Œa; b� ! R是任一连续函数.

1) 令
A D fI j I 是 Œa; b�的闭子区间使得 f 在 I 上有界 g:

证明：A 是 Œa; b�的一个完全覆盖. 由此推出 f 在 Œa; b�上有界.
2) 设 f ¤ 0在 Œa; b�上. 令

B D fI j I 是 Œa; b�的闭子区间且 f 在 I 上不变号 g:
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4.7 单调连续函数的反函数

证明：B是 Œa; b�的一个完全覆盖. 由此推出：若 f .a/f .b/ < 0, 则至少存在一点 � 2 Œa; b�

使得 f .�/ D 0.
3) 8" > 0, 令

C D
˚
I j I 是 Œa; b�的闭子区间使得 8x; y 2 I; jf .x/ � f .y/j < "=2

	
:

证明：C 是 Œa; b�的一个完全覆盖. 由此推出 f 在 Œa; b�上一致连续.
10. 直接用定义证明：函数 x 7!

p
x; x 2 Œ0;C1/, 在 Œ0; 1�上一致连续.

11. 证明：函数 x 7! x2在 x 2 Œ0; a�上一致连续, 但在 Œ0;C1/上不一致连续 (这里 a > 0).
12. 证明：函数 x 7! sin x2; x 2 R, 在 R上不一致连续.
13. 设函数 f W Œa;C1/ ! R在 Œa;C1/上连续, 并且 lim

x!C1
f .x/ D A 2 R. 证明：f 在 Œa;C1/上

一致连续.
14. 设 X � R是任一闭集, f W X ! R是任一单调的有界连续函数. 证明：f 在 X 上一致连续.
15. 设 X � R是任一非空集合, f W X ! R是任一函数, a 2 X 是 X 的一个聚点. 我们说 f 在 a处

是上 (下)半连续的, 如果下述性质成立：

8� > f .a/ .� < f .a//; 9ı > 0; 8x 2 X \ B.a; ı/ ) � > f .x/ .� < f .x//:

1) 证明：f 在 a处下半连续的充分必要条件是函数 �f 在 a处是上半连续的.
2) 证明：f 在 a处连续当且仅当 f 在 a处既上半连续, 又下半连续.
3) 证明：Dirichlet函数

x 7! D.x/ D

8<:1; x 2 Q;

0; x 2 Qc

在任一有理点 a处是上半连续的, 而在任一无理点 a处是下半连续的.
4) 考虑函数

x 7! f .x/ D

8̂<̂
:
0; x D 0；

1

xk
; x ¤ 0;

.k 2 N/:

证明：若 k是偶数时, f 在 0处是下半连续的；若 k是奇数时, f 在 0处既不是上半连续的,
也不是下半连续的.

5) 证明：f 在 a处下半连续当且仅当 f .a/ D lim
x!a

f .x/.

6) 设 X � R是任一开区间, 则 f 在 X 上下半连续 (即 8a 2 X , f 在 a处下半连续)当且仅当
8� 2 R, 集合 fx 2 X j f .x/ > �g是开集.

7) 设 A � R是任一集合, 证明 A是开集当且仅当 A的特征函数 �A 在 R上是下半连续的, 而
A是闭集当且仅当 �A在 R上是上半连续的.

4.7 单调连续函数的反函数

1. 反函数存在性
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定理 4.12

~

设 I � R是任一非空区间, f W I �! R是任一严格单调上升 (下降)的连续函数. 则
1. f W I �! f .I /是一一映射.
2. f 的逆映射 f �1

W f .I / �! I 也是严格单调上升 (下降)的连续函数 ( f �1 通常称为 f 的

反函数).

证明 我们假设 f 是严格单调上升的. 对严格单调下降的情形可类似证明.
1. 因为 f 是严格单调上片的, 所以 f 是单射, 从而 f W I �! .I / 是一一映射. 因此 f 的逆映射

f �1
W f .I / �! I 存在.

2. 设 y1; y2 2 f .I /且 y1 < y2.若 f �1 .y1/ ⩾ f �1 .y2/,则由 f 的严格单调上升性及 f ı f �1
D

idf .I/知

y1 D f ı f �1 .y1/ ⩾ f ı f �1 .y2/ D y2;

这与假设相矛有. 因此 f �1 .y1/ < f
�1 .y2/,即 f �1是严格单调上升函数.

下面证明 f �1在 f .I /上连续. 任取 y0 2 f .I /.
由于 I 是区间, 故 f .I /也是一个区间.

1. y0 2 f .
ı

I /：于是f �1
�
y�

0

�
; f �1

�
yC

0

�
存在. 为了证明f �1在y0处连续, 找们只需证明f �1

�
y�1

0

�
D

f �1
�
yC

0

�
D f .y0/.

首先由 f �1的单调上升性, 找们有：

8y 2 f .I / 且 y < y0; f
�1.y/ < f �1

�
y�

0

�
;

8y 2 f .I / 且 y0 < y; f
�1 .y0/ < f .y/:

因此

f �1..�1; y0/\f .I // � .�1; f �1.y�
0 /�;

f �1..y0;C1/\f .I // � Œf �1.yC
0 /;C1/:

从而

I D f �1.f .I //

D f �1...�1; y0/ \ f .I // [ fy0g [ ..y0;C1/ \ f .I ///

D f �1..�1; y0/ \ f .I // [ f �1.y0/ [ f �1..y0;C1/ \ f .I //

� .�1; f �1.yC
0 /� [ f

�1.y0/ [ Œf �1.yC
0 /;C1/:

因为 I 是一个区间, 并且 f �1
�
y�

0

�
⩽ f �1 .y0/ ⩽ f �1

�
yC

0

�
, 所以必然有 f �1

�
y�

0

�
D f �1 .y0/ D

f �1
�
yC

0

�
.

2. y0 D inff .I /：则 f �1 .y0/ ⩽ f �1
�
yC

0

�
. 由于

I D f �1.f .I //

D f �1 .fy0g [ ..y0;C1/ \ f .I ///

� f �1 .y0/ [
�
f �1

�
yC

0

�
;C1/:

故 f �1 .y0/ D f �1 .y0/.两此 f �1在 y0处右连续.
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3. y0 D supf .I /：则 f �1
�
y�

0

�
⩽ f �1 .y0/.由于

I D f �1.f .I //

D f �1 ...�1; y0/ \ f .I // [ fy0g/

� .�1; f �1 .y0/
�

[ f �1 .y0/ ;

因此 f �1
�
y�

0

�
D f �1 .y0/.即 f 在 y0处左连续.

2. 函数 f 的图形与反函数 f �1的图形

根据函数图形的定义我们有

Gr.f / D f.x; f .x// j x 2 I g;

Gr
�
f �1

�
D
˚�
y; f �1.y/

�
j y 2 f .I /

	
:

8y 2 f .I /,令 x 2 I 使得 y D f .x/,则 f �1.y/ D f �1.f .x// D x,因此

Gr
�
f �1

�
D f.f .x/; x/ j x 2 I g:

由于在平面直角坐标系 f0; x; yg中点 .x; f .x//与点 .f .x/; x/关于直线 y D x 对称, 故在同一直
角坐标系 f0； x; yg下, Cr.f /与 Gr

�
f �1

�
关于直线 y D x对称 (图4.11).

图 4.11

3. 三角函数的反函数
1. 由于正弦函数 sin在

h
�
�

2
;
�

2

i
上的限制 x 7�! sin x; x 2

h
�
�

2
;
�

2

i
是严格单调上升的连续函数,

并且

lim
x!� �

2

sin x D �1; lim
x! �

2

sin x D 1

故它有从 Œ�1; 1�到
h
�
�

2
;
�

2

i
上的严格上升的连续反函数. 我们记这个反函数为

x 7�! arcsin x; x 2 Œ�1; 1�:

2. 由于余弦函数 cos在 Œ0; ��上的限制 x 7�! cos x; x 2 Œ0; ��是严格单调下降的连续函数, 并且

lim
x!0

cos x D 1; lim
x!�

cos x D �1;
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图 4.12

故它有从 Œ�1; 1�到 Œ0; ��上的严格单调下降的连续反函数. 我们记这个反函数为

x 7�! arccos x; x 2 Œ�1; 1�:

图 4.13

3. 由于正切函数 tan在 .�
�

2
;
�

2
/上的限制 x 7�! tan x; x 2 .�

�

2
;
�

2
/,是严格单调上升的连续函数,

并且

lim
x!� �

2

C
tan x D �1: lim

x! �
2

�
tan x D C1:

故它有从 .�1;C1/到 .�
�

2
;
�

2
/上的严格单调上升的连续反函数. 我们记这个反函数为

x 7�! arctan x; x 2 .�1;C1/:

图 4.14
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�习题 4.7

4. 由于余切函数 cot在 .0; �/上的限制 x 7�! cot x; x 2 .0, �/, 是严格单调下降的连续函数, 并且

lim
x!0C

cot x D C1; lim
x!��

cot x D �1

图 4.15

故它有从 .�1;C1/到 .0; �/上的严格单调下降的连续反函数. 我们记这个反函数为

x 7�! arccot x; x 2 .�1;C1/:

K�习题 4.7k

1. 直接用 "-ı语言证明定理 4.12中的反函数 f �1
W f .I / �! I 的连续性.

2. 证明下列各等式：

1/ arcsin.�x/ D � arcsin x 2/ arccos.�x/ D � � arccos x

3/ arctan.�x/ D � arctan x 4/ arccot.�x/ D � � arccot x

5/ arcsin x C arccos x D
�

2
6/ arctan x C arccot x D

�

2

3. 考虑函数 f .y/ D y � � siny; y 2 R.0 ⩽ � < 1/.
1) 证明：f 是从 R到 R上的严格单调上升的连续函数.
2) 证明：存在唯一的连续反函数 x 7�! y.x/; x 2 R , 满足方程

y � � siny D x.8x 2 R/:

4. 设 I � R是任一非空区间, f W I ! R是任一单调函数. 证明下列结论等价：
1) f 在 I 上连续；

2) f .I /是一个区间.
5. 设 I � R是任一非空区间, f W I ! R是任一连续单射.

1) 证明：8x1; x2 2 I; x1 < x2, f 在 Œx1; x2�上是单调的.
2) 由此推出 f 在 I 上是严格单调的.
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第五章 一元实值函数的积分

这一章我们介绍一元实值函数的 Riemann积分理论. 利用积分函数我们严格定义了对数函数、指
数函数及幂函数等基本初等函数.

5.1 阶梯函数的积分

1. 区间的分割

定义 5.1

|

设 Œa; b� � R是任一有限闭区间, Œa; b�的一个分割就是一组实数 � D .a0; a1; � � � ; an/使得

a D a0 < a1 < � � � < an�1 < an D b;

ai .i D 0; 1; 2; � � � ; n/称为 � 的分点. ı.�/ D max
0⩽i⩽n�1

.aiC1 � ai /称为分割 � 的步长.

例题 5.1 8n 2 N; �n D

�
a; aC

b � a

n
; aC 2 �

b � a

n
; � � � ; a C.n � 1/

b � a

n
; b

�
是 Œa; b�的一个等步长为

ı .�n/ D
b � a

n
的分割.

例题 5.2 设 � 与 � 0 是 Œa; b� 的任意两个分割. 合并 � 与 � 0 的分点后所得到的 Œa; b� 的一个分割记为

� _ � 0 .
显然 � _ � 0可以通过在 �

�
� 0
�
上逐步添加 � 0.�/的一个分点的方法来得到.

设 � D .a0; a1; � � � ; an/ ; �
0

D
�
a0

0; a
0
1; � � � ; a

0
m

�
; � _ � 0

D .b0; b1; � � � ; bk/ ; 则 8i D 0; 1; � � � ; k �

1; 9j 2 f0; 1; � � � ; n � 1g; s 2 f0; 1; � � � ; m � 1g使得

Œbi ; biC1� �
�
aj ; aj C1

�
; Œbi ; biC1� �

�
a0

s; a
0
sC1

�
:

2. 阶梯函数的积分

定义 5.2

|

设 f W Œa; b� �! R 是一函数. 如果存在 Œa; b� 的一个分割 � D .a0; a1; � � � ; an/ 及一个向量

� D Œc0; c1; � � � ; cn�1� 2 Rn使得

f .x/ D ci ;8x 2 .ai ; aiC1/.i D 0; 1; � � � ; n � 1/;

则我们称 f 是阶梯函数. Œ�; �� ≜ Œa0; a1; � � � ; an； c0; c1; � � � ; cn�1�称为适合于 f 的二元组.

例题 5.3 8a; b; c 2 R; 0 < a < b , 常值函数 x 7�! c; x 2 Œa; b�是阶梯函数；符号函数 x 7�! sgn.x/; x 2

Œ�a; b�是阶梯函数；函数 x 7�! Œx�; x 2 Œ1; 3:5�也是阶梯函数.

图 5.1



5.1 阶梯函数的积分

注 适合于阶梯函数 f 的二元组 Œ�; �� 不是唯一的. 例如若 Œ�; �� D Œa0; a1; � � � ; an； c0; c1; � � � ; cn�1�

适合于阶梯函数 f , 则在 .a1; aiC1/ 上任意加入一个分点 Nx 后, 我们得到 Œa; b� 的另一个分割 � 0
D

.a0; a1; � � � ; ai ; Nx; aiC1; � � � ; an/及另一个向量 � 0
D Œc0; c1; � � � ci ; ci ; ciC1; � � � ; cn�1�满足

f .x/ D ck; 8x 2 .ak; akC1/; k D 0; 1; � � � ; i � 1; i C 1; � � � ; n � 1;

f .x/ D ci ; 8x 2 .ai ; Nx/[. Nx; aiC1/:

因此
�
� 0; � 0

�
也适合于 f .

另一方面. 如果分割 � D .a0; a1; � � � ; ai ; � � � ; an/ 的分点 ai 满足 ci�1 D ci D f .ai / , 则删去 �

的分点 ai 后得到 Œa; b�的另一分割 � 00
D .a0; a1; � � � ; ai�1; aiC1; � � � ; an/及另一向量 � 00

D Œc0; c1; � � � ,
ci�1; ciC1; � � � ; cn�1�满足

f .x/ D ck;8x 2 .ak; akC1/; k D 0; 1; � � � ; i � 2; i C 1; � � � ; n � 1;

f .x/ D ci ;8x 2 .ai�1; aiC1/:

因此
�
� 00; � 00

�
也适合于 f .

引理 5.1

~

设 f W Œa; b� �! R是任一阶梯函数, Œ�; ��适合于 f , � 0 是 Œa; b�的任一分割, 则存在向量 �使

得
�
� _ � 0; �

�
适合于 f .

证明 设 Œ�; �� D Œa0; a1; � � � ; an； c0; c1; � � � ; cn�1� . 由于 � _ � 0也是 Œa; b�的一个分割, 故若令

� _ � 0
D .b0; b1; � � � ; bm/ ;

则 8i D 0; 1; � � � ; m � 1 , 存在 j.i/ 2 f0; 1; � � � ; n � 1g使得 .bi ; biC1/ � .aj.i/; aj.i/C1/ , 于是

f .x/ D cj.i/;8x 2
�
bi ; biC1/;8i D 0; 1; � � � ; m � 1:

令 di D cj.i/.i D 0; 1; � � � ; m � 1/及 � D Œd0; d1; � � � ; dm�1� , 则
�
� _ � 0; �

�
适合于 f .

命题 5.1

�

设 f W Œa; b� �! R 是任一阶梯函数, Œ�; �� D Œa0; a1; � � � ; an； c0; c1; � � � ; cn�1� 与
�
� 0; � 0

�
D�

a0
0; a

0
1; � � � ; a

0
m； c0

0; c
0
1; � � � ; c

0
m�1

�
都适合于 f , 则

n�1X
iD0

ci .aiC1 � ai / D

m�1X
j D0

c0
j

�
a0

j C1 � a0
j

�
:

证明 我们记

I Œ�; �� D

n�1X
iD0

ci .aiC1 � ai /

I
�
� 0; � 0

�
D

m�1X
j D0

c0
j

�
a0

j C1 � a0
j

�
根据引理, 存在一个向量 �使得

�
� _ � 0; �

�
适合于 f . 只需要证明

I Œ�; �� D I
�
� _ � 0; �

�
D I

�
� 0; � 0

�
:
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5.1 阶梯函数的积分

我们首先假设 � _ � 0比 � 多一个分点 Nx . 令 Nx 2 .ai ; aiC1/ . 那么

� _ � 0
D .a0; a1; � � � ; ai ; Nx; aiC1; � � � ; an/ ;

� D Œc0; c1; � � � ; ci ; ci ; ciC1; � � � ; cn�1� ;

于是

I
�
� _ � 0; �

�
Dc0 .a1 � a0/C c1 .a2 � a1/C � � � C ci . Nx � ai /

C ci .aiC1 � Nx/C � � � C cn�1 .an � an�1/

Dc0 .a1 � a0/C c1 .a2 � a1/C � � � C ci .aiC1 � ai /C � � � C cn�1 .an � an�1/

DI Œ�; ��:

对一般的 � 与 � 0 , 由于 � _ � 0 可以通过在 � �逐步添加 � 0 的分点的方法来得到, 故由归纳法我们
有 I

�
� _ � 0; �

�
D I Œ�; �� .

同理, 存在向量 �0使得
�
� 0

_ �; �0
�
也适合于 f , 并且 I

�
� 0

_ �; �0
�

D I
�
� 0; � 0

�
.

由于 � _ � 0
D � 0

_ � ,故 � D �0. 因此 I
�
� _ � 0; �

�
D I

�
� 0

_ �; �0
�
,从而 I Œ�; �� D I

�
� _ � 0; �1

�
D

I
�
� 0; � 0

�
.

上述命题表明, I Œ�; ��是一个只与 f 有关而与适合于 f 的二元组 Œ�; ��的选择无关的定数. 因此我
们可以引入下述定义.

定义 5.3

|

设 f W Œa; b� �! R是任一阶梯函数, Œ�; �� D Œa0; a1; � � � ; an； c0; c1; � � � ; cn�1�适合于 f . 则实数

I.f / D c0 .a1 � a0/C c1 .a2 � a1/C � � � C cn�1 .an � an�1/

称为 f 在 Œa; b�上的积分, 记为
ˆ b

a

f .x/dx.于是

ˆ b

a

f .x/dx D

n�1X
iD0

ci .aiC1 � ai /

例题 5.4 8c 2 R , 常值函数 x 7�! c; x 2 Œa; b�.a < b/的积分ˆ b

a

cdx D c.b � a/

例题 5.5符号函数 x 7�! sgn.x/; x 2 Œa; b�.a < b/的积分

ˆ b

a

sgn.x/dx D

8̂̂̂<̂
ˆ̂:
b � a; 若 0 ⩽ a < b;

aC b; 若 a < 0 < b;

a � b; 若 a < b ⩽ 0:

从阶梯函数积分的定义可知, 积分值
ˆ b

a

f .x/dx 与 f 在分点 ai 的值 f .ai / .i D 0; 1; � � � ; n/无关.

因此改变阶梯函数 f 在分点 ai 的值所得新的阶梯函数 g与 f 在 Œa; b�上有相同的积分值.

从几何上看, 阶梯函数 f 的积分

ˆ b

a

f .x/dx表示在平面直角坐标系 fO; x; yg的 x轴上以 Œai ; aiC1�

为底边, 以 ci 为 “高”的长方形 “面积”的代数和.
3. 阶梯函数积分的性质
我们用 E Œa; b�表示所有定义在 Œa; b�上的阶梯函数的集合.
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5.1 阶梯函数的积分

图 5.2

定理 5.1

~

设 f; g 2 E Œa; b�; ˛; ˇ 2 R , 则
1. f̨ C ˇg 2 E Œa; b� , 并且ˆ b

a

Œ f̨ C ˇg�.x/dx D ˛

ˆ b

a

f .x/dx C ˇ

ˆ b

a

g.x/dx:

2. 若 f ⩾ 0 , 则
ˆ b

a

f .x/dx ⩾ 0 .

3. 若 f ⩾ g , 则
ˆ b

a

f .x/dx ⩾
ˆ b

a

g.x/dx .

4. jf j 2 E Œa; b� , 并且

ˇ̌̌̌
ˇ
ˆ b

a

f .x/dx

ˇ̌̌̌
ˇ ⩽
ˆ b

a

jf .x/jdx .

证明

1. 设 Œ�; ��与
�
� 0; � 0

�
分别适合于 f 与 g . 令 � _ � 0

D .a0; a1; � � � ; an/ . 由引理知存在两个向量

� D Œc0; c1; � � � ; cn�1� ; � D Œd0; d1; � � � ; dn�1� ;

使得
�
� _ � 0; �

�
与
�
� _ � 0; �

�
分别适合于 f 与 g. 若令

˛�C ˇ� D Œ˛c0 C ˇd0; ˛c1 C ˇd1; � � � ; ˛cn�1 C ˇdn�1� ;

则
�
� _ � 0; ˛�C ˇ�

�
适合于 f̨ C ˇg , 因此 f̨ C ˇg 2 E Œa; b� . 由阶梯函数积分定义, 我们有

ˆ b

a

Œ f̨ C ˇg�.x/dx D

n�1X
iD0

.˛ci C ˇdi / .aiC1 � ai /

D ˛

n�1X
iD0

ci .aiC1 � ai /C ˇ

n�1X
iD0

di .aiC1 � ai /

D ˛

ˆ b

a

f .x/dx C ˇ

ˆ b

a

g.x/dx

2. 若 f ⩾ 0 , 则 ci ⩾ 0.i D 0; 1; � � � ; n � 1/ , 因此
ˆ b

a

f .x/dx D

n�1X
iD0

ci .aiC1 � ai / ⩾ 0

3. 若 f ⩾ g , 则 ci ⩾ di .i D 0; 1; 2; � � � ; n � 1/因此
ˆ b

a

f .x/dx D

n�1X
iD0

ci .aiC1 � ai / ⩾
n�1X
iD0

di .aiC1 � ai / D

ˆ b

a

g.x/dx
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5.1 阶梯函数的积分

4. 令
j�j D Œjc0j ; jc1j ; � � � ; jcn�1j� ;

则
�
� _ � 0; j�j

�
适合于 jf j , 因此 jf j 2 E Œa; b� , 并且ˇ̌̌̌

ˇ
ˆ b

a

f .x/dx

ˇ̌̌̌
ˇ D

ˇ̌̌̌
ˇ
n�1X
iD0

ci .aiC1 � ai /

ˇ̌̌̌
ˇ ⩽

n�1X
iD0

jci j .aiC1 � ai / D

ˆ b

a

jf .x/jdx

现在设 f W Œa; b� ! R是任一阶梯函数. 我们作下述约定：ˆ a

a

f .x/dx D 0;

ˆ b

b

f .x/dx D 0

定理 5.2

~

设 f 2 E Œa; b� , 则 8c 2 Œa; b� , f
ˇ̌
Œa, c�

2 E Œa; c�; f
ˇ̌
Œc;b�

2 E Œc; b�并且
ˆ b

a

f .x/dx D

ˆ c

a

f
ˇ̌
Œa;c�

.x/dx C

ˆ b

c

f
ˇ̌
Œc;b�

.x/dx:

证明 设 Œ�; �� D Œa0; a1; � � � ; an; c0; c1; � � � ; cn�1�适合于 f . 令 c 2 Œai0
; ai0C1�,不妨设 c 2 .a; b/ , 因为

若 c D a或 c D b , 则根据上述约定, 定理显然成立.
1. 若 c D ai0

, 则存在 Œa; c�的一个分割 �1 D .a0; a1; � � � ; ai0
/及相应向量 �1 D Œc0; c1; � � � ; ci0�1� ,

Œc; b�的一个分割 �2 D Œai0
; ai0C1; � � � ; an/及相应向量 �2 D Œci0

; ci0C1; � � � ; cn�1�使得

f
ˇ̌
Œa;c�

.x/ D ci ;8x 2 .ai ; aiC1/; i D 0; 1; � � � ; i0 � 1;

f
ˇ̌
Œc;b�

.x/ D ci ;8x 2 .ai ; aiC1/; i D i0; i0 C 1; � � � ; n � 1:

因此 Œ�1; �1�适合于 f
ˇ̌
Œa;c�

; Œ�2; �2�适合于 f
ˇ̌
Œc;b�

.x/ . 从而 f
ˇ̌
Œa;c�

2 E Œa; c�; f
ˇ̌
Œc;b�

2 E Œc; b� , 并
且由积分定义有 ˆ b

a

f .x/dx D

n�1X
iD0

ci .aiC1 � ai /

D

i0�1X
iD1

ci .aiC1 � ai /C

n�1X
iDi0

ci .aiC1 � ai /

D

ˆ c

a

f
ˇ̌
Œa;c�

.x/dx C

ˆ b

c

f
ˇ̌
Œc;b�

.x/dx:

2. 若 c 2 .ai ; aiC1/ , 则存在 Œa; c�的一个分割 �1 D .a0; a1; � � � ; ai0
; c/及相应向量 �1 D Œc0; c1; � � � ; ci0

�,
Œc; b�的一个分割 �2 D .c; ai0C1; � � � ; an/及相应向量 �2 D Œci0

; ci0C1; � � � ; cn�1�使得

f
ˇ̌
Œa;c�

.x/ D ci ;8x 2 .ai ; aiC1/; i D 0; 1; � � � ; i0 � 1;

f
ˇ̌
fa;cg

.x/ D ci0
;8x 2 .ai0

; c/;

f
ˇ̌
Œc;b�

.x/ D ci ;8x 2 .ai ; aiC1/; i D i0 C 1; i0 C 2; � � � ; n � 1;

f
ˇ̌
Œc;b�

.x/ D ci0
;8x 2 .c; ai0C1/:
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�习题 5.1

因此 Œ�1; �1�适合于 f
ˇ̌
Œa;c�

; Œ�2; �2�适合于 f
ˇ̌
Œc;b�

, 从而 f
ˇ̌
Œa;c�

2 E Œa; c�; f
ˇ̌
Œc;b�

2 E Œc; b� , 并且
ˆ b

a

f .x/dx D

n�1X
iD0

ci .aiC1 � ai /

D

i0�1X
iD0

ci .aiC1 � ai /C ci0
.ai0C1 � ai0

/C

n�1X
iDi0C1

ci .aiC1 � ai /

D

i0�1X
iD0

ci .aiC1 � ai /C ci0
.c � ai0

/C ci0
.ai0C1 � c/C

n�1X
iDi0C1

ci .aiC1 � ai /

D

ˆ c

a

f
ˇ̌
Œa;c�

.x/dx C

ˆ b

c

f
ˇ̌
Œc;b�

.x/dx

为简单起见, 今后一律用
ˆ c

a

f .x/dx表示
ˆ c

a

f
ˇ̌
Œa;c�

.x/dx , 用
ˆ b

c

f .x/dx表示
ˆ b

c

f
ˇ̌
Œc;b�

.x/dx .

K�习题 5.1k

1. 考虑如下定义的函数 f W Œ0; 1� �! R：

f .x/ D
1

n
;8x 2

�
1

nC 1
;
1

n

�
;8n 2 N:

f 是 Œ0; 1�上的阶梯函数吗？

2. 只取有限个值的函数 f W Œa; b� �! R一定是阶梯函数吗？考虑定义在 Œa; b�上的 Dirichlet函数：

x 7�! D.x/ D

8<:1; x 2 Œa; b� \ Q;

0; x 2 Œa; b� \ Qc :

3. 设 f; g 2 E Œa; b�. 证明：fg 2 E Œa; b�；若 g ¤ 0, 则
f

g
2 E Œa; b�.

4. 设 f 2 E Œa; b�, g W Œc; d � �! R是任一函数, 且 f .Œa; b�/ � Œc; d �. 证明：复合函数 gıf 2 E Œa; b�.
5. 设 f 2 E Œa; b�, 8M 2 R, 我们定义 f �

W Œa; b� �! R如下：

f �.x/ D

8<:f .x/; 若 f .x/ ⩽M;

M; 若 f .x/ > M;
8x 2 Œa; b�:

证明：f �
2 E Œa; b�；并且 f � ⩽ f .

6. 设 f; g 2 E Œa; b�, 定义函数 m;M W Œa; b� �! R如下：

m.x/ D min.f .x/; g.x//;M.x/ D max.f .x/; g.x//;8x 2 Œa; b�:

证明：m;M 2 E Œa; b�；特别地若令 f C; f �
W Œa; b� �! R为

f C.x/ D max.f .x/; 0/; f �.x/ D max.�f .x/; 0/;8x 2 Œa; b�;

则 f C; f �
2 E Œa; b�, 并且 f C ⩾ 0; f � ⩾ 0; f D f C

� f �:

5.2 Riemann可积函数

现在我们来介绍一般一元实值函数的 Riemann积分理论.
1. 问题的提出
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5.2 Riemann可积函数

设 f W Œa; b� ! R是任一有界正函数. 我们用 G 表示平面上由直线 x D a; x D b; x 轴以及 f 的曲

线 � 所围的 “曲边梯形”.

图 5.3

对于这样的一个曲边梯形 G , 当 � 不是一条线段时, 如何定义 G 是可求 “面积” 的？又如何定
义 G 的 “面积”? 这是我们非常关心的一个实际问题. 很自然的一个想法就是：用若干直线 x D xi (
a ⩽ xi ⩽ b )去分割 G 以得到若干个子曲边梯形 Gi 例如

G D G1 [G2 [ � � � [Gm

对每一个 Gi , 我们找两个长方形 Ai ; Bi 使得 Ai � Gi � Bi .i D 1; 2; � � � ; m/. Ai 与 Bi 的面积, 记
为 jAi j与 jBi j , 是我们会计算的.

现在我们可以想象的是：如果对任意的 " > 0 , 可适当的分割 G为 G D

m

[
iD1

Gi , 并且对每一个 Gi

可适当地选择 Ai ; Bi 使得
m

[
iD1

Ai � G �

m

[
iD1

Bi ; 0 ⩽
mX

iD1

jBi j �

mX
iD1

jAi j < ";

那么曲边梯形 G 应该认为是可以求 “面积”的, 并且可以把
mX

iD1

jAi j或

mX
iD1

jBi j当作 G 的”面积”的近

似值.

由于

mX
iD1

jAi j与

mX
iD1

jBi j实际上就是某两个阶梯函数 ' W Œa; b� ! R与  W Œa; b� ! R的积分值, 即

ˆ b

a

'.x/dx D

mX
iD1

jAi j ,
ˆ b

a

 .x/dx D

mX
iD1

jBi j , 故上面我们所说的 G 是可求面积的, 就等价于：

8" > 0; 9'; 2 E Œa; b� 使得 '.x/ ⩽ f .x/ ⩽  .x/;8x 2 Œa; b�;

ˆ b

a

Œ .x/ � '.x/�dx < ";

并且这时积分值

ˆ b

a

'.x/dx或
ˆ b

a

 .x/dx就是 G 的面积的近似值.

上述这种十分自然的想法就是我们下面要介绍的, 一般一元实值有界函数 Riemann可积性概念的
基础.

2. Riemann可积性定义

定义 5.4
设 Œa; b�是任一有限闭区间, f W Œa; b� ! R是任一函数, 我们称 f 在 Œa; b�上是 Riemann可积的
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5.2 Riemann可积函数

|

(简称为可积), 如果 8" > 0; 9'; 2 E Œa; b�使得

'.x/ ⩽ f .x/ ⩽  .x/;8x 2 Œa; b�;

ˆ b

a

Œ .x/ � '.x/�dx < "

因此从分析的角度来看, 函数 f 在 Œa; b�上 Riemann可积, 等价于：可以分别从 f 的上方与下方

用阶梯函数  与 ' 来逼近 f , 并目这两个阶梯函数  与 ' 在 Œa; b�上的积分之差

ˆ b

a

Œ .x/ � '.x/�dx

能够任意的小.
例题 5.6任意一个阶梯函数 f W Œa; b� ! R在 Œa; b�上是 Riemann可积的.

因为我们可以取 ' D  D f .

例题 5.7 Dirichlet函数 x 7�! D.x/ D

(
1; 若 x 2 Œa; b� \ Q;

0; 若 x 2 Œa; b� \ Qc :
在 Œa; b�上不是 Riemann可积的.

事实上, 设 '; 2 E Œa; b�并且满足不等式

'.x/ ⩽ D.x/ ⩽  .x/ 8x 2 Œa; b�:

由 �1的引理5.1知, 存在 Œa; b�的一个分割 � D .a0; � � � ; an/及两个向量 � D Œc0; c1; � � � ; cn�1� ; � D

Œd0; d1; � � � ; dn�1�使得 Œ�; ��适合于 '; Œ�; ��适合于  . 因此

8i D 0; 1; � � � ; n � 1;8x 2 .ai ; aiC1/; ci D '.x/ ⩽ D.x/ ⩽  .x/ D di

但D.x/ D 1 , 若 x 2 .ai ; aiC1/ \ Q；D.x/ D 0若 x 2 .ai ; aiC1/ \Qc , 故

ci ⩽ 0; 1 ⩽ di ;8i D 0; 1; � � � ; n � 1:

从而 ˆ b

a

Œ .x/ � '.x/�dx D

n�1X
iD0

.di � ci / .aiC1 � ai /

⩾
n�1X
iD0

.aiC1 � ai / D b � a

由此可知, Dirichlet函数D在 Œa; b�上不是 Riemann可积的.
Riemann可积定义的一个直接推论是下述定理.

定理 5.3

~
若函数 f W Œa; b� ! R在 Œa; b�上 Riemann可积, 则 f 在 Œa; b�上有界.

证明 因为 f 在 Œa; b�上 Riemann可积, 故由定义知, 对 " D 1 , 存在 '; 2 E Œa; b�使得

'.x/ ⩽ f .x/ ⩽  .x/;8x 2 Œa; b�:

若令M D sup
x2Œa;b�

.j'.x/j; j .x/j/ , 则

jf .x/j ⩽M;8x 2 Œa; b�:

此即表明 f 在 Œa; b�上有界.
下面定理给出函数 Riemann可积的一个充分必要条件.
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5.2 Riemann可积函数

定理 5.4

~

设 f W Œa; b� ! R是任一有界函数, 则下述结论互相等价：
1. f 在 Œa; b�上 Riemann可积.
2. 8" > 0; 9h; k 2 E Œa; b� , 使得

jf .x/ � h.x/j ⩽ k.x/;8x 2 Œa; b�;

ˆ b

a

k.x/dx < ":

3. 存在阶梯函数族 fhn; kngn2N , 这里 hn; kn 2 E Œa; b� ( 8n 2 N )使得

jf .x/ � hn.x/j ⩽ kn.x/;8x 2 Œa; b�;8n 2 N; lim
n!C1

ˆ b

a

kn.x/dx D 0

( fhn; kngn2N称为适合于 f 的阶梯函数族)

证明 2)” 3/显然. 我们证明 1)” 2/.
首先设 f 在 Œa; b�上 Riemann可积. 由定义知, 8" > 0 , 9'; 2 E Œa; b�使得

'.x/ ⩽ f .x/ ⩽  .x/;8x 2 Œa; b�;

ˆ b

a

Œ .x/ � '.x/�dx < ":

于是

0 ⩽ f .x/ � '.x/ ⩽  .x/ � '.x/;8x 2 Œa; b�:

令 h.x/ D '.x/; k.x/ D  .x/ � '.x/;8x 2 Œa; b� , 则 h , k 2 E Œa; b� , 并且

jf .x/ � h.x/j ⩽ k.x/;8x 2 Œa; b�;

ˆ b

a

k.x/dx < ":

反之假设 8" > 0; 9h; k 2 E Œa; b� , 使得

jf .x/ � h.x/j ⩽ k.x/;8x 2 Œa; b�;

ˆ b

a

k.x/dx < "

于是

h.x/ � k.x/ ⩽ f .x/ ⩽ h.x/C k.x/;8x 2 Œa; b�:

若令 '.x/ D h.x/ � k.x/;  .x/ D h.x/C k.x/;8x 2 Œa; b�,则 �; 2 E Œa; b� , 并且

'.x/ ⩽ f .x/ ⩽  .x/;8x 2 Œa; b�;

ˆ b

a

Œ .x/ � '.x/�dx D 2

ˆ b

a

k.x/dx < 2":

因此 f 在 Œa; b�上 Riemann可积.
3. Riemann积分的定义
在未给出函数的 Riemann积分定义之前, 我们首先来研究由上述定理 5.4给出的阶梯函数族

fhn; kngn2N的下述重要性质.

引理 5.2

~

设 f W Œa; b� ! R是任一 Riemann可积函数, fhn , kngn2 N 与
nehn;ekn

o
n2 N

是适合于 f 的任意两

个阶梯函数族. 则

1. 实数序列

*ˆ b

a

hn.x/dx

+
与

*ˆ b

a

ehn.x/dx

+
都收敛.

2. lim
n!C1

ˆ b

a

hn.x/dx D lim
n!C1

ˆ b

a

ehn.x/dx
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5.2 Riemann可积函数

证明 我们首先证明

*ˆ b

a

hn.x/dx

+
收敛.

事实上, 由于 fhn; kngn2 N与
nehn;ekn

o
n2N
满足定理5.4的性质 3), 所以

.8" > 0/.9N 2 N/.8n 2 N; n ⩾ N/ H) jf .x/ � hn.x/j ⩽ kn.x/;
ˇ̌̌
f .x/ �ehn.x/

ˇ̌̌
⩽ekn.x/;

8x 2 Œa; b�;

ˆ b

a

kn.x/dx < "=2;
ˆ b

a

ekn.x/dx < "=2:

于是

8n;m 2 N; n;m ⩾ N;8x 2 Œa; b� H) jhn.x/ � hm.x/j ⩽ jhn.x/ � f .x/j C jf .x/ � hm.x/j

⩽ kn.x/C km.x/

从而

8n;m 2 N; n;m ⩾ N )

ˇ̌̌̌
ˇ
ˆ b

a

hn.x/dx �

ˆ b

a

hm.x/dx

ˇ̌̌̌
ˇ ⩽
ˆ b

a

jhn.x/ � hm.x/jdx

<

ˆ b

a

kn.x/dx C

ˆ b

a

km.x/dx

< "=2C "=2 D "

此即表明

*ˆ b

a

hn.x/dx

+
是实数 Cauchy序列, 由 Cauchy收敛准则知

*ˆ b

a

hn.x/dx

+
收敛.

同理可证

*ˆ b

a

ehn.x/dx

+
收敛.

下面我们来证明 lim
n!C1

ˆ b

a

hn.x/dx D lim
n!C1

ˆ b

a

ehn.x/dx .

事实上, 8n 2 N; n ⩾ N 我们有ˇ̌̌
hn.x/ �ehn.x/

ˇ̌̌
⩽ jhn.x/ � f .x/j C

ˇ̌̌
f .x/ �ehn.x/

ˇ̌̌
⩽ kn.x/Cekn.x/;8x 2 Œa; b�:

由此推得 8n 2 N; n ⩾ N ,ˇ̌̌̌
ˇ
ˆ b

a

hn.x/dx �

ˆ b

a

ehn.x/dx

ˇ̌̌̌
ˇ ⩽
ˆ b

a

ˇ̌̌
hn.x/ �ehn.x/

ˇ̌̌
dx

⩽
ˆ b

a

kn.x/dx C

ˆ b

a

ekn.x/dx

< "=2C "=2 D "

此即表明 lim
n!C1

 ˆ b

a

hn.x/dx �

ˆ b

a

ehn.x/dx

!
D 0 , 因此

lim
n!C1

ˆ b

a

hn.x/dx D lim
n!C1

ˆ b

a

ehn.x/dx:

引理说明极限 lim
n!C1

ˆ b

a

hn.x/dx 是一个只与 f 有关而与适合于 f 的阶梯函数族 fhn; kngn2 N 的

选择无关的定数. 因此, 我们引入下述定义就是合理的.
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5.2 Riemann可积函数

定义 5.5

|

设 f W Œa; b� ! R是任一 Riemann可积函数, fhn; kngn2N 是适合于 f 的任一阶梯函数族. 对于

fhngn2N , 实数序列

*ˆ b

a

hn.x/dx

+
的极限称为 f 在 Œa; b�上的 Riemann积分 (简称为积分), 记

为

ˆ b

a

f .x/dx . 于是
ˆ b

a

f .x/dx D lim
n!C1

ˆ b

a

hn.x/dx

注若 f W Œa; b� ! R是一个阶梯函数, 我们知道 f 是 Riemann可积的. 现在我们要问, f 作为阶梯函数
的积分与 f 作为 Riemann可积函数的积分是否一致？答案是肯定的.

为此, 我们不妨用 .E/

ˆ b

a

g.x/dx 表示阶梯函数 g 的积分, 令 hn D f; kn D 0;8n 2 N , 则阶梯函

数族 fhn; kngn2N适合于函数 f , 根据定义, f 的 Riemann积分ˆ b

a

f .x/dx D lim
n!C1

.E/

ˆ b

a

hn.x/dx D lim
n!C1

.E/

ˆ b

a

f .x/dx D .E/

ˆ b

a

f .x/dx

即 ˆ b

a

f .x/dx D .E/

ˆ b

a

f .x/dx

这也就是我们在上述 Riemann 积分的定义中仍用符号
ˆ b

a

f .x/dx 表示一般 Riemann 可积函数的

Riemann积分的缘故.
4. Riemann可积函数类

定理 5.5

~
任何一个连续函数 f W Œa; b� ! R在 Œa; b�上是可积的.

证明 因为 f 在 Œa; b�上连续, 所以 f 在 Œa; b�上一致连续. 从而

.8" > 0/.9� > 0/
�
8x; x0

2 Œa; b�;
ˇ̌
x � x0

ˇ̌
< �

�
)
ˇ̌
f .x/ � f

�
x0
�ˇ̌
< "=.b � a/:

设 � D .a0; a1; � � � ; an/是 Œa; b�的一个分割, 使得 ı.�/ < � . 令

mi D inf
x2Œai ;aiC1�

f .x/;Mi D sup
x2Œai ;aiC1�

f .x/; i D 0; 1; � � � ; n � 1:

于是 0 ⩽Mi �mi < "=.b � a/ .i D 0; 1; � � � ; n � 1/ .
下面我们定义阶梯函数 '; W Œa; b� ! R如下：

'.x/ D

(
mi ; 若 x 2

�
ai ; aiC1/; i D 0; 1; � � � ; n � 1;

f .ai / ; 若 x D ai ; i D 0; 1; � � � ; n；

 .x/ D

(
Mi ; 若 x 2

�
ai ; aiC1/; i D 0; 1; � � � ; n � 1;

f .ai / ; 若 x D ai ; i D 0; 1; � � � ; n:
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显然我们有

'.x/ ⩽ f .x/ ⩽  .x/;8x 2 Œa; b�;

ˆ b

a

. � '/.x/dx D

n�1X
iD0

.Mi �mi / .aiC1 � ai /

<
"

b � a

n�1X
iD0

.aiC1 � ai / D "

因此 f 在 Œa; b�上可积.

推论 5.1

~
若函数 f W Œa; b� ! R只有有限多个第一类间断点, 则 f 在 Œa; b�上可积.

证明 设 a1; a2; � � � ; an是 f 在 .a; b/内的所有间断点, 并且假设

a D a0 < a1 < a2 < � � � < an < anC1 D b;

8" > 0 , 取 ı > 0充分小使得 0 < ı < " , 并且

ai C ı < aiC1 � ı.i D 0; 1; � � � ; n/:

图 5.4

在每一个闭区间 Œai C ı; aiC1 � ı�上, f 是连续的, 于是 f 在 Œai C ı; aiC1 � ı�上可积, 从而存在
阶梯函数 'i ;  i W Œai C ı , aiC1 � ı� ! R , 使得

'i .x/ ⩽ f .x/ ⩽  i .x/;8x 2 Œai C ı; aiC1 � ı� .i D 0; 1; � � � ; n/ˆ aiC1�ı

ai Cı

. i � 'i / .x/dx < " .i D 0; 1; � � � ; n/

另一方面, 函数 f 在 Œa; b�上显然有界, 故存在 m;M 2 R使得

m ⩽ f .x/ ⩽M;8x 2 Œa; b�:

现在我们定义阶梯函数 '; W Œa; b� ! R如下：

'.x/ D

8̂̂̂̂
ˆ̂<̂
ˆ̂̂̂̂:

m; 若 x 2 Œa; aC ı/ [ .b � ı; b� [

n

[
iD1

.ai � ı; ai C ı/ ; M

'i .x/; 若 x 2 .ai C ı; aiC1 � ı/ ; i D 0; 1; � � � ; n;  i .x/

f .ai � ı/; 若 x D ai � ı; i D 1; 2; � � � ; nC 1; f .ai � ı/

f .ai C ı/; 若 x D ai C ı; i D 0; 1; � � � ; n: f .ai C ı/

9>>>>>>=>>>>>>;
D  .x/
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显然我们有

'.x/ ⩽ f .x/ ⩽  .x/;8x 2 Œa; b�;
ˆ b

a

. � '/.x/dx

D

ˆ aCı

a

. � '/.x/dx C

ˆ b

b�ı

. � '/.x/dx C

nX
iD1

ˆ ai Cı

ai �ı

. � '/.x/dx C

nX
iD0

ˆ aiC1�ı

ai Cı

. � '/.x/dx

⩽ .M �m/ı C .M �m/ı C 2n.M �m/ı C .nC 1/"

< Œ2.nC 1/.M �m/C nC 1�":

由此可知 f 在 Œa; b�上可积.

定理 5.6

~
任何一个单调函数 f W Œa; b� ! R在 Œa; b�上是可积的.

证明 不失一般性, 我们假设 f 是单调上升函数.
若 f .a/ D f .b/ , 则 f 为常值函数, 它显然在 Œa; b�上可积.
下面我们设 f .a/ < f .b/ .

8" > 0; 取 n充分大使得
.b � a/.f .b/ � f .a//

n
< "

设 � D

�
a; aC

b � a

n
; aC 2 �

b � a

n
; � � � ; aC .n � 1/

b � a

n
b

�
是 Œa; b�的等步长

b � a

n
的分割, 于

是我们有

f .ai / D mi D inf
x2Œai ;aiC1�

f .x/ ⩽Mi D sup
x2Œai ;aiC1�

f .x/ D f .aiC1/ ; .i D 0; 1; 2; � � � ; n � 1/:

现在定义阶梯函数 f W Œa; b� ! R如下：

'.x/ D

(
mi 若 x 2 .ai ; aiC1/; i D 0; 1; � � � ; n Mi

f .ai / 若 x D ai ; i D 0; 1; � � � ; n f .ai /

)
D  .x/:

显然

'.x/ ⩽ f .x/ ⩽  .x/;8x 2 Œa; b�;

ˆ b

a

. � '/.x/dx D

n�1X
iD0

.Mi �mi / .aiC1 � ai /

D

n�1X
iD0

Œf .aiC1/ � f .ai /�
b � a

n

D
b � a

n
Œf .b/ � f .a/�

< "

因此 f 在 Œa; b�上可积.
例题 5.8考虑如下定义的函数 f W Œ0; 1� ! R：

f .0/ D 0; f .x/ D
1

n
;8x 2

�
1

nC 1
;
1

n

�
; .n 2 N/

显然函数 f 在 Œ0; 1�上是单调上升的, 因此 f 在 Œ0; 1�上可积.
下面我们介绍有界函数 f W Œa; b� ! R Riemann可积的第三个定理. 它是定理 5.5及其推论的推广.
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5.2 Riemann可积函数

图 5.5

为此先介绍零测度集的概念.

定义 5.6

|

设 E � R 是任一集合, 我们称 E 是零测度集, 如果 8" > 0 , 存在有限多个有界闭区间
Œai ; bi � .i D 1; 2; � � � ; m/使得

E �

m

[
iD1

Œai ; bi � ;并且
mX

iD1

.bi � ai / < ":

直接由此定义可推出下面几个简单结论：

1. R的任何有限点集是零测度集

2. 若 hxni是 R的收敛点序列, 则 fxn j n 2 Ng是零测度集.
3. 若 E 是零测度集, 则 E 的任一子集 F 也是零测度集, NE 也是零测度集.

4. 若 E1; E2; � � � ; En是零测度集, 则
n

[
iD1

Ei 也是零测度集.

定理 5.7

~
若有界函数 f W Œa; b� ! R的间断点集是零测度集, 则 f 在 Œa; b�上 Riemann可积.

这个定理我们暂不在这里证明, 因为它是第 19章定理 19.13 n D 1的情形.
但我们提醒读者注意：定理5.7的逆不成立, 因此 f 的间断点集是零测度集不是 f Riemann可积的

充分必要条件.
例题 5.9 考虑定义在 Œ0; 1�上的 Riemann函数

x 7�! R.x/ D

8̂̂̂̂
<̂
ˆ̂̂:
0; 若 x 2 Œ0; 1� \ Qc；

1; 若 x D 0；

1

p
; 若 x 2 .0; 1� \ Q; x D

q

p
; p; q互质.

我们知道此函数的间断点集E D Œ0; 1�\Q , 但它不是零测度集, 因为如果E是零测度集, 则 NE D Œ0; 1�

也是零测度集, 这显然矛盾.

下面证明此函数在 Œ0; 1�上 Riemann可积, 并且
ˆ 1

0

R.x/dx D 0 .

8n 2 N , 由
1

p
>

1

n
知 p < n . 故在 Œ0; 1� 中满足

1

p
>

1

n
的有理数只有有限个, 记它们为
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5.2 Riemann可积函数

0 D x0 < x1 < x2 < � � � < xm�1 < xm D 1 . 定义阶梯函数 hn; kn W Œ0; 1� ! R为：

hn.x/ D

(
0; 若 x 2 .xi ; xiC1/; i D 0; 1; � � � ; m � 1;

R.x/ 若 x D xi ; i D 0; 1; � � � ; m；

kn.x/ D
1

n
;8x 2 Œ0; 1�:

显然我们有

jR.x/ � hn.x/j ⩽ kn.x/;8x 2 Œ0; 1�;8n 2 N;

lim
n!C1

ˆ 1

0

kn.x/dx D lim
n!C1

1

n
D 0:

因此由定理5.4知, R在 Œ0; 1�上可积, 并且
ˆ 1

0

R.x/dx D lim
n!C1

ˆ 1

0

hn.x/dx D lim
n!C1

m�1X
iD0

ˆ xiC1

xi

hn.x/dx D 0

图 5.6

现在我们要问：是否存在使 f Riemann可积的充分必要条件呢？回答是肯定的. 为此必须推广零
测度集概念, 这一工作将在第 19章进行.

5. Riemann可积函数的性质
我们用 RŒa; b� 表示由定义在 Œa; b� 上 Riemann 可积函数组成的集合, 它是非空的, 因 E Œa; b� �

RŒa; b� .

定理 5.8

~

设 f; g 2 RŒa; b�; ˛; ˇ 2 R , 则

1. f̨ C ˇg 2 RŒa; b� , 且
ˆ b

a

. f̨ C ˇg/.x/dx D ˛

ˆ b

a

f .x/dx C ˇ

ˆ b

a

g.x/dx.

2. 若 f ⩾ 0 , 则
ˆ b

a

f .x/dx ⩾ 0 .

3. 若 f ⩾ g , 则
ˆ b

a

f .x/dx ⩾
ˆ b

a

g.x/dx .

4. jf j 2 RŒa; b� , 且

ˇ̌̌̌
ˇ
ˆ b

a

f .x/dx

ˇ̌̌̌
ˇ ⩽
ˆ b

a

jf .x/jdx .

证明
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5.2 Riemann可积函数

1. 因为 f; g 2 RŒa; b� , 所以存在两个阶梯函数族 fkn; kngn2N ;
nehn;ekn

o
n2N
使得

jf .x/ � hn.x/j ⩽ kn.x/;8x 2 Œa; b�;8n 2 N; lim
n!C1

ˆ b

a

kn.x/dx D 0;ˇ̌̌
g.x/ �ehn.x/

ˇ̌̌
⩽ekn.x/;8x 2 Œa; b�;8n 2 N; lim

n!C1

ˆ b

a

ekn.x/dx D 0;

ˆ b

a

f .x/dx D lim
n!C1

ˆ b

a

hn.x/dx;
ˆ b

a

g.x/dx D lim
n!C1

ˆ b

a

ehn.x/dx:

于是 ˛hn C ˇehn; ˛kn C ˇekn 2 E Œa; b�;8n 2 N , 并且ˇ̌̌
Œ f̨ C ˇg�.x/ �

h
˛hn C ˇehn

i
.x/
ˇ̌̌
⩽
h
˛kn C ˇekn

i
.x/;

8x 2 Œa; b�;8n 2 N: lim
n!C1

ˆ b

a

h
˛kn C ˇekn

i
.x/dx D ˛ lim

n!C1

ˆ b

a

kn.x/dxCˇ lim
n!C1

ˆ b

a

ekn.x/dx D 0:

因此由定理5.4知, f̨ C ˇg 2 RŒa; b� , 并且ˆ b

a

Œ f̨ C ˇg�.x/dx D lim
n!C1

ˆ b

a

h
˛hn C ˇehn

i
.x/dx

D ˛ lim
n!C1

ˆ b

a

hn.x/dx C ˇ lim
n!C1

ˆ b

a

ehn.x/dx

D ˛

ˆ b

a

f .x/dx C ˇ

ˆ b

a

g.x/dx

2. 因为 f ⩾ 0 , 所以若令

h�
n.x/ D

(
hn.x/; 若 hn.x/ ⩾ 0;

0; 若 hn.x/ < 0;
8x 2 Œa; b�;

则 h�
n 2 E Œa; b�并且由 jf .x/ � hn.x/j ⩽ kn.x/得到

h�
n.x/ � kn.x/ ⩽ f .x/ ⩽ h�

n.x/C kn.x/;8x 2 Œa; b�:

因此 ˇ̌
f .x/ � h�

n.x/
ˇ̌
⩽ kn.x/;8x 2 Œa; b�;8n 2 N;

lim
n!C1

ˆ b

a

kn.x/dx D 0:

此即表明阶梯函数族
˚
h�

n; kn

	
n2N适合函数 f , 由积分定义,
ˆ b

a

f .x/dx D lim
n!C1

ˆ b

a

h�
n.x/dx ⩾ 0:

3. 若 f ⩾ g , 则 f � g ⩾ 0 , 从而由 1)及 2)知

0 ⩽
ˆ b

a

.f � g/.x/dx D

ˆ b

a

f .x/dx �

ˆ b

a

g.x/dx;

即

ˆ b

a

f .x/dx ⩾
ˆ b

a

g.x/dx .

4. 由于 ˇ̌
jf .x/j � jhn.x/j

ˇ̌
⩽ jf .x/ � hn.x/j ⩽ kn.x/

8x 2 Œa; b�;8n 2 N lim
n!C1

ˆ b

a

kn.x/dx D 0

故阶梯函数族 fjhnj ; kngn2N 适合于函数 jf j , 由定理5.4 , jf j 2 RŒa; b� , 并且由积分定义及定
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5.2 Riemann可积函数

理5.1知 ˆ b

a

jf .x/jdx D lim
n!C1

ˆ b

a

jhn.x/j dx

⩾ lim
n!C1

ˇ̌̌̌
ˇ
ˆ b

a

hn.x/dx

ˇ̌̌̌
ˇ D

ˇ̌̌̌
ˇ
ˆ b

a

f .x/dx

ˇ̌̌̌
ˇ

定理 5.9

~
若 f; g 2 RŒa; b� , 则 fg 2 RŒa; b� .

证明

1. 首先假设 f ⩾ 0; g ⩾ 0 . 因 f; g有界, 故存在M > 0 , 使得

0 ⩽ f .x/ ⩽M;0 ⩽ g.x/ ⩽M;8x 2 Œa; b�:

由于 f; g 2 RŒa; b� , 故由定义知, 8" > 0 , 存在 '; ;e' , e 2 E Œa; b� , 使得

'.x/ ⩽ f .x/ ⩽  .x/;8x 2 Œa; b�;

ˆ b

a

Œ .x/ � '.x/�dx <
"

2M
;

e'.x/ ⩽ g.x/ ⩽ e .x/;8x 2 Œa; b�;

ˆ b

a

Œe .x/ �e'.x/�dx < "

2M
:

我们定义函数 h; k;eh;ek W Œa; b� ! R如下：8x 2 Œa; b�

h.x/ D

8<: '.x/; 若 '.x/ ⩾ 0;

0; 若 '.x/ < 0；
k.x/ D

8<: .x/; 若  .x/ ⩽M;

M; 若  .x/ > M；

eh.x/ D

8<: e'.x/; 若 e'.x/ ⩾ 0;

0; 若 e'.x/ < 0； ek.x/ D

8<:e .x/; 若 e .x/ ⩽M;

M; 若 e .x/ > M；
则 h; k;eh;ek 2 E Œa; b�并且

'.x/ ⩽ h.x/ ⩽ f .x/ ⩽ k.x/ ⩽  .x/;8x 2 Œa; b�;

ˆ b

a

Œk.x/ � h.x/�dx ⩽
ˆ b

a

Œ .x/ � '.x/�dx <
"

2M
;

e'.x/ ⩽eh.x/ ⩽ g.x/ ⩽ek.x/ ⩽ e .x/;8x 2 Œa; b�;

ˆ b

a

Œek.x/ �eh.x/�dx ⩽
ˆ b

a

Œe .x/ �e'.x/�dx < "

2M
:

由于 heh; reh 2 E Œa; b� , 并且 f ⩾ 0; g ⩾ 0 , 故我们有

.heh/.x/ ⩽ .fg/.x/ ⩽ .kek/.x/;8x 2 Œa; b�
ˆ b

a

Œkek � heh�.x/dx
D

ˆ b

a

ek.x/Œk � h�.x/dx C

ˆ b

a

h.x/Œek �eh�.x/dx
⩽M

ˆ b

a

Œk.x/ � h.x/�dx CM

ˆ b

a

Œek.x/ �eh.x/�dx
< M �

"

2M
CM �

"

2M
D "

因此 fg 2 RŒa; b� .
2. 对一般的 f; g , 令

m D inf
x2Œa;b�

f .x/;em D inf
x2Œa;b�

g.x/; f �
D f �m; g�

D g � em;
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5.2 Riemann可积函数

则 f � ⩾ 0; g� ⩾ 0 , 并且 f �; g�
2 RŒa; b� , 由 1)所证 f �g�

2 RŒa; b� , 于是由

f �g�
D .f �m/.g � em/ D fg � emf �mg Cmem

知, fg 2 RŒa; b� .

定理 5.10

~

设 f W Œa; b� ! R 是任一函数, c 2 Œa; b� . 那么 f 2 RŒa; b� 的充分必要条件是 f
ˇ̌
Œa;c�

2

RŒa; c�; f
ˇ̌
Œc;b�

2 RŒc; b� . 并且这时
ˆ b

a

f .x/dx D

ˆ c

a

f .x/dx C

ˆ b

c

f .x/dx

证明 1)(必要性)设 f 2 RŒa; b� . 若 c D a或 c D b , 则由我们的约定知, 定理显然成立. 因此我们设
c 2 .a; b/ . 由定理 5.4知, 存在阶梯函数族 fhn; kngn2N , 使得

jf .x/ � hn.x/j ⩽ kn.x/;8x 2 Œa; b�;8n 2 N; lim
n!C1

ˆ b

a

kn.x/dx D 0;

ˆ b

a

f .x/dx D lim
n!C1

ˆ b

a

hn.x/dx

现在我们令 ehn D hnjŒa;c� ;
ekn D knjŒa;c�； h�

n D hnjŒc;b� ; k
�
n D knjŒc;b� ; .n 2 N/

则ehn;ekn 2 E Œa; c�; h�
n; k

�
n 2 E Œc; b�.8n 2 N/ , 并且

jf jŒa;c�.x/ �ehn.x/ j⩽ekn.x/;8x 2 Œa; c�;8n 2 N;
ˆ c

a

ekn.x/dx ⩽
ˆ b

a

kn.x/dx;

jf jŒc;b�.x/ � h�
n.x/ j⩽ k�

n.x/;8x 2 Œc; b�;8n 2 N;
ˆ b

c

k�
n.x/dx ⩽

ˆ b

a

kn.x/dx:

因此 lim
n!C1

ˆ c

a

ek.x/dx D 0; lim
n!C1

ˆ b

c

k�
n.x/dx D 0 ,

从而 f
ˇ̌
Œa;c�

2 RŒa; c�; f
ˇ̌
Œc;b�

2 RŒc; b� , 并且ˆ c

a

f .x/dx ≜
ˆ c

a

f

ˇ̌̌̌
Œa;c�

.x/dx D lim
n!C1

ˆ c

a

ehn.x/dx

ˆ b

c

f .x/dx ≜
ˆ b

c

f

ˇ̌̌̌
Œc;b�

.x/dx D lim
n!C1

ˆ b

c

h�
n.x/dx

由于对阶梯函数 hn 2 E Œa; b� , 我们有ˆ b

a

hn.x/dx D

ˆ c

a

ehn.x/dx C

ˆ b

c

h�
n.x/dx:

两边令 n ! C1取极限得到 ˆ b

a

f .x/dx D

ˆ c

a

f .x/dx C

ˆ b

c

f .x/dx:

2)(充分性)设 f
ˇ̌
Œa:c�

2 RŒa; c�; f
ˇ̌
Œc;b�

2 RŒc; b� . 不妨设 c 2 .a; b/. 于是 8" > 0 , 存在 '1;  1 2

E Œa; c�及, '2;  2 2 E Œc; b�使得

'1.x/ ⩽ f
ˇ̌
Œa;c�

.x/ ⩽  1.x/;8x 2 Œa; c�;

ˆ c

a

Œ 1.x/ � '1.x/� dx < "=2;

'2.x/ ⩽ f
ˇ̌
Œc;b�

.x/ ⩽  2.x/;8x 2 Œc; b�;

ˆ b

c

Œ 2.x/ � '2.x/� dx < "=2:
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5.2 Riemann可积函数

定义函数 '; W Œa; b� ! R如下：

'.x/ D

8̂̂<̂
:̂
'1.x/ 若 x 2 Œa; c/  1.x/

f .c/ 若 x D c f .c/

'2.x/ 若 x 2 .c; b�  2.x/

9>>=>>; D  .x/

则 '; 2 E Œa; b� , 并且

'.x/ ⩽ f .x/ ⩽  .x/;8x 2 Œa; b�;
ˆ b

a

Œ .x/ � '.x/�dx D

ˆ c

a

Œ 1.x/ � '1.x/� dx C

ˆ b

c

Œ 2.x/ � '2.x/� dx < ":

因此 f 2 RŒa; b� .
现在我们作如下约定：

若 f 2 RŒa; b� , 则 8c; d 2 Œa; b�且 c < d ,ˆ c

d

f .x/dx ≜ �

ˆ d

c

f .x/dx:

推论 5.2

~

设 a; b; c 2 R并且

f W Œmin.a; b; c/;max.a; b; c/� ! R

Riemann可积. 则 f 在由 a; b; c 确定的每一个有限闭区间上 Riemann可积, 并且成立下述等式：ˆ b

a

f .x/dx D

ˆ c

a

f .x/dx C

ˆ b

c

f .x/dx

证明 我们只对 a < b < c 的情形进行证明. 其他情形的证明完全类似.
由定理 5.10知, f

ˇ̌
Œa;b�

2 RŒa; b�; f
ˇ̌
Œb;c�

2 RŒb; c� , 并且
ˆ c

a

f .x/dx D

ˆ b

a

f .x/dx C

ˆ c

b

f .x/dx

由此得到 ˆ b

a

f .x/dx D

ˆ c

a

f .x/dx �

ˆ c

b

f .x/dx

根据我们的约定, �

ˆ c

b

f .x/dx D

ˆ b

c

f .x/dx , 因此
ˆ b

a

f .x/dx D

ˆ c

a

f .x/C

ˆ b

c

f .x/dx

例题 5.10设 f W Œa; b� ! R是任一 Riemann可积函数. a0 2 Œa; b�是任一固定实数. 根据定理5.10及我

们的约定, 8x 2 Œa; b� ,
ˆ x

a0

f .t/dt 有意义. 因此我们可以定义一个函数 F W Œa; b� ! R如下：

8x 2 Œa; b�; F .x/ D

ˆ x

a0

f .t/dt

函数 F 称为 f 的积分函数. 证明：F 在 Œa; b�上一致连续.
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事实上, 8x1; x2 2 Œa; b� , 由上述推论我们有

jF .x1/ � F .x2/j D

ˇ̌̌̌ˆ x1

a0

f .t/dt �

ˆ x2

a0

f .t/dt
ˇ̌̌̌

D

ˇ̌̌̌ˆ x1

x2

f .t/dt
ˇ̌̌̌
⩽ jx1 � x2j � sup

t2Œa;b�

jf .t/j:

由于 f 在 Œa; b�上有界, 故M D sup
t2Œa;b�

jf .t/j < C1.

8" > 0 , 由 .1CM/ jx1 � x2j < "得到 jx1 � x2j <
"

1CM
. 若令 ı D

"

1CM
, 则

8x1; x2 2 Œa; b� 且 jx1 � x2j < ı H) jF .x1/ � F .x2/j < M jx1 � x2j < �:

因此 F 在 Œa; b�上一致连续.
可积函数的积分函数, 在我们后面的 §4中有重要应用.

定理 5.11 (第一积分中值公式)

~

设 f; g 2 RŒa; b�并且 g在 Œa; b�上不变号. 令

m D inf
x2Œa;b�

f .x/;M D sup
x2Œa;b�

f .x/;

则存在 � 2 Œm;M�使得 ˆ b

a

f .x/g.x/dx D �

ˆ b

a

g.x/dx

特别地, 若 f 在 Œa; b�上连续, 则存在 c 2 Œa; b�使得ˆ b

a

f .x/g.x/dx D f .c/

ˆ b

a

g.x/dx

证明 首先由于 f 在 Œa; b�上有界, 故 m;M 2 R并且

m ⩽ f .x/ ⩽M;8x 2 Œa; b�:

由于 g在 Œa; b�上不变号, 不妨设 g ⩾ 0 , 将上述不等式乘以 g得到

mg.x/ ⩽ f .x/g.x/ ⩽Mg.x/;8x 2 Œa; b�:

由定理5.8有

m

ˆ b

a

g.x/dx ⩽
ˆ b

a

f .x/g.x/dx ⩽M

ˆ b

a

g.x/dx

1)若
ˆ b

a

g.x/dx D 0 , 则
ˆ b

a

f .x/g.x/dx D 0 , 从而任取 � 2 Œm;M�, 成立
ˆ b

a

f .x/g.x/dx D �

ˆ b

a

g.x/dx

2)若
ˆ b

a

g.x/dx ¤ 0 , 则由 g ⩾ 0知

ˆ b

a

g.x/dx > 0 . 于是

m ⩽

ˆ b

a

f .x/g.x/dx
ˆ b

a

g.x/dx
⩽M (5.1)
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令 � D

ˆ b

a

f .x/g.x/dx
�ˆ b

a

g.x/dx , 则 � 2 Œm;M� , 并且
ˆ b

a

f .x/g.x/dx D �

ˆ b

a

g.x/dx

特别地, 若 f 在 Œa; b�上连续, 则在
ˆ b

a

g.x/dx D 0时, 8c 2 Œa; b�都有

ˆ b

a

f .x/g.x/dx D f .c/

ˆ b

a

g.x/dx

在

ˆ b

a

g.x/dx ¤ 0时, 由连续函数的Weierstrass定理及上述不等式(5.1)知, 存在 c 2 Œa; b�使得

f .c/ D

ˆ b

a

f .x/g.x/dx
�ˆ b

a

g.x/dx

因此 ˆ b

a

f .x/g.x/dx D f .c/

ˆ b

a

g.x/dx

如果我们在上述定理中取 g D 1 , 则

1. 存在 � 2 Œm;M� , 使得
ˆ b

a

f .x/dx D �.b � a/ .

2. 特别地若 f 连续, 则存在 c 2 Œa; b�使得ˆ a

b

f .x/dx D f .c/.b � a/

6. 积分的推广
前面我们介绍的是一元实值函数的Riemann积分概念, 下面我们要把它推广到一元复值函数上去.
设 f W Œa; b� ! C是任一复值函数. 8x 2 Œa; b� , 令

f .x/ D f1.x/C if2.x/;

于是我们得到与 f 对应的两个一元实值函数 f1; f2 W Œa; b� ! R .

定义 5.7

|

我们称 f 在 Œa; b� 上可积, 如果 f1; f2 在 Œa; b� 上可积. 并且这时 f 在 Œa; b� 上的积分, 记为ˆ b

a

f .x/dx , 定义为：
ˆ b

a

f .x/dx D

ˆ b

a

f1.x/dx C i
ˆ b

a

f2.x/dx

我们用 eRŒa; b� 表示所有定义在 Œa; b� 上的可积复值函数的集合. eRŒa; b� ¤ ∅ , 因为 RŒa; b� �eRŒa; b� . 下面我们简单列出可积复值函数的两个基本性质, 读者自己补充其证明.
1. 若 f; g 2 eRŒa; b�; ˛; ˇ 2 R , 则 f̨ C ˇg 2 eRŒa; b� , 并且ˆ b

a

. f̨ C ˇg/.x/dx D ˛

ˆ b

a

f .x/dx C ˇ

ˆ b

a

g.x/dx

2. 设 c 2 Œa; b� , 则 f 2 eRŒa; b� ” f
ˇ̌
Œa;c�

2 eRŒa; c�; f ˇ̌
Œc;b�

2 eRŒc; b� , 且
ˆ b

a

f .x/dx D

ˆ c

a

f .x/dx C

ˆ b

c

f .x/dx
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K�习题 5.2k

1. 设 f W Œa; b� �! R是任一函数. 证明下述两个结论等价：
1) f 在 Œa; b�上 Riemann可积.
2) 8" > 0, 存在 '; 2 RŒa; b�, 使得

'.x/ ⩽ f .x/ ⩽  .x/;8x 2 Œa; b�;

ˆ b

a

Œ .x/ � '.x/�dx < ":

2. 设 f; g 2 RŒa; b�, 对任意 x 2 Œa; b�令

m.x/ D min.f .x/; g.x//;M.x/ D max.f .x/; g.x//:

证明：函数 m;M W Œa; b� ! R在 Œa; b�上 Riemann可积.
3. 设 f 2 RŒa; b�, 并且存在 m > 0使得 jf .x/j ⩾ m, 8x 2 Œa; b�. 证明：

1

f
2 RŒa; b�.

4. 设 f 2 RŒa; b�, 并且 f > 0. 证明：
p
f 2 RŒa; b�.

5. 设 f W Œa; b� �! R是任一有界函数. 考虑下列两对集合：

˚ D f' 2 E Œa; b� j ' ⩽ f g; 	 D f 2 E Œa; b� j f ⩽  g;

H D

(ˆ b

a

'.x/dx j ' 2 ˚

)
; K D

(ˆ b

a

 .x/dx j  2 	

)
:

1) 证明：˚ ¤ ∅; 	 ¤ ∅.
2) 证明：H 是上有界集, K 是下有界集, 并且 supH ⩽ infK. 我们记 i.f / D supH; s.f / D

infK,并分别称 i.f /与 s.f /为 f 在 Œa; b�上的下积分与上积分. 于是 i.f / ⩽ s.f /.

3) 证明：f 在 Œa; b�上 Riemann可积的充分必要条件是 i.f / D s.f /, 并且这时
ˆ b

a

f .x/dx D

i.f / D s.f /:

6. 设 f W Œa; b� �! R是任一有界函数. 我们称 f 是正规的, 如果下述性质成立：

8x 2 .a; b�; lim
y!x�

f .y/ D f .x�/存在 ;8x 2 Œa; b/; lim
y!xC

f .y/ D f .xC/存在 :

1) 证明：若 f 是单调函数, 则 f 是正规函数.
2) 证明：Riemann函数在 Œ0; 1�上是正规函数.
3) 设 f W Œa; b� ! R是任一正规函数,

1) 证明：8" > 0, 存在 Œa; b�的一个分割 � D .a0; a1; � � � ; an/, 使得

8x; y 2 .ai ; aiC1/; jf .x/ � f .y/j < "; i D 0; 1; � � � ; n � 1:

2) 证明：8" > 0, 存在 h 2 E Œa; b�, 使得

jf .x/ � h.x/j < ";8x 2 Œa; b�:

3) 由此推出 f 在 Œa; b�上 Riemann可积.
7. 设 I � R是任一区间, f W I ! R是任一函数. 我们称 f 在 I 上局部 Riemann可积, 若对任意
Œ˛; ˇ� � I , f jŒ˛;ˇ�在 Œ˛; ˇ�上 Riemann可积.
1) 证明：若函数 f W Œa; b� �! R有界且在 .a; b/上局部Riemann可积, 则 f 在 Œa; b�上Riemann
可积.

2) 证明：函数 f .x/ D

8̂<̂
:sin

1

x
; x 2 .0; 1�;

0; x D 0

在 Œ0; 1�上不是正规函数, 但 f 在 Œ0; 1�上 Riemann
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可积.
8. 设 f W Œa; b� �! R 是任一有界函数, 并且 f 的间断点集只有有限个聚点. 证明：f 在 Œa; b� 上

Riemann可积.
9. 设函数 f W Œa; b� �! R在 Œa; b�上 Riemann可积. 证明：8" > 0, 存在连续函数 g W Œa; b� �! R,

使得

ˆ b

a

jf .x/ � g.x/jdx < ":

10. 设 f W Œa; b� �! R是任一函数. 证明:

1) 若 f ⩾ 0,并且 f 在 Œa; b�上 Riemann可积,且在连续点 x处满足 f .x/ > 0,则
ˆ b

a

f .x/dx >
0:

2) 若 f ⩾ 0, f 在 Œa; b� 上 Riemann 可积, 并且
ˆ b

a

f .x/dx D 0, 则 f 在连续点 x 处满足

f .x/ D 0.
11. 设 f W Œa; b� �! R是任一 Riemann可积函数. 证明：8Œ˛; ˇ� � Œa; b� .

lim
h!0

ˆ ˇ

˛

jf .x C h/ � f .x/jdx D 0

12. 设 f W Œa; b� ! R在 Œa; b�上 Riemann可积. 证明：存在 � 2 Œa; b�, 使得
ˆ �

a

f .x/dx D

ˆ b

�

f .x/dx:

13. 我们用 C.Œa; b�;R/表示由所有定义在 Œa; b�上的连续函数组成的集合.

1) 若 8g 2 C.Œa; b�;R/, 有
ˆ b

a

f .x/g.x/dx D 0;则 f D 0.

2) 若 8g 2 C.Œa; b�;R/且 g.a/ D g.b/ D 0, 有
ˆ b

a

f .x/g.x/dx D 0;则 f D 0.

14. 设 f W Œ0;C1/ ! R是任一连续函数, 并且 lim
x!C1

f .x/ D A > 0, 以及 8n 2 N, f .0/C f .1/C

� � � C f .n/ ¤ 0. 证明：

lim
n!C1

ˆ n

0

f .x/dx

f .0/C f .1/C � � � C f .n/
D 1:

15. 设 f W Œ0;C1/ ! Œ0;C1/是任一严格单调上升的连续函数, 并且 f .Œ0;C1// D Œ0;C1/. 证明：

8a > 0; b > 0;

ˆ a

0

f .x/dx C

ˆ b

0

f �1.x/dx ⩾ ab:

16. 设 f; g 2 RŒa; b�. 证明下述两个不等式：
1) Cauchy不等式：  ˆ b

a

f .x/g.x/dx

!2

⩽
ˆ b

a

f 2.x/dx �

ˆ b

a

g2.x/dx:

2) Minkowski不等式： ˆ b

a

Œf .x/C g.x/�2dx

!1=2

⩽
 ˆ b

a

f 2.x/dx

!1=2

C

 ˆ b

a

g2.x/dx

!1=2

:

17. 设 f; g W Œa; b� ! R是两个可积函数, 令

M.f / D sup
x2Œa;b�

f .x/; m.f / D inf
x2Œa;b�

f .x/;

M.g/ D sup
x2Œa;b�

g.x/; m.g/ D inf
x2Œa;b�

g.x/:
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试利用 Cauchy积分不等式证明：ˇ̌̌̌
ˇ 1

b � a

ˆ b

a

f .x/g.x/dx �
1

.b � a/2

ˆ b

a

f .x/dx �

ˆ b

a

g.x/dx

ˇ̌̌̌
ˇ

⩽ 1

4
.M.f / �m.f //.M.g/ �m.g//:

18. 8x 2 Œ0; 1�, 我们用 0:"1"2"3 � � � 表示 x的十进制记法, 定义函数 f W Œ0; 1� ! Œ0; 1�如下：

f .x/ D 0:"2"1"3 � � � ;8x D 0:"1"2"3 � � �

1) 研究函数 f 在 Œ0; 1�上的连续性, 证明 f 的间断点都是第一类的, 并画出 f 的图形.

2) 证明：f 在 Œ0; 1�上可积, 并且
ˆ 1

0

f .x/dx D
1

2
:

19. 设函数 f W Œa; b� ! R在 Œa; b�上可积. 证明：

lim
n!C1

ˆ b

a

f .x/j sinnxjdx D
2

�

ˆ b

a

f .x/dx:

(提示：先假设 f 为在 Œ˛; ˇ� � Œa; b�上取常值 A而在 Œa; b�� Œ˛; ˇ�上取 0值的阶梯函数, 然后利

用 f 的可积性, 有阶梯函数 h 2 E Œa; b� , 使得
ˆ b

a

jf .x/ � h.x/jdx < ":

20. 设 f W Œa; b� ! R可积, g W Œa; b� ! R连续并且以 T 为周期. 证明：

lim
n!C1

ˆ b

a

f .x/g.nx/dx D
1

T

ˆ b

a

f .x/dx �

ˆ T

0

g.x/dx:

5.3 Riemann和

在 §2里我们把 Riemann可积函数的积分定义为一列阶梯函数积分的役限. 现在我们要把它表示成
仅依赖于函数本身的另一种形式的极限. 为此引入下述定义.

定义 5.8

|

设 f W Œa; b� ! R是任一函数. � D .a0; a1; � � � ; an/是 Œa; b�的任一分割. � D h�0; �1; � � � ; �n�1i

是一组实数, 使得 �i 2 Œai ; aiC1� .i D 0; 1; � � � ; n � 1/ .
1. .�; �/称为 Œa; b�的一个带点分割, 并用B表示 Œa; b�的所有带点分割的集合.
2. 实数

S.f; �; �/ D

n�1X
iD0

f .�i / .aiC1 � ai /

称为函数 f 关于 .�; �/的 Riemann和.
3. 我们称实数 A是 f 的 Riemann和关于B的极限, 如果下述性质成立：

.8" > 0/.9� > 0/.8.�; �/ 2 B; ı.�/ < �/ H) jS.f; �; �/ � Aj < ":

这时, 我们记作
lim
B
S.f; �; �/ D A

注意, 上述 Riemann和关于 B 的极限与函数极限的定义有点不一祥, 这里 jS.f; �; �/ � Aj < "不

仅要求 ı.�/ < � , 而且 � 在 � 确定后也可以任意选择. 因此 Riemann和极限过程是比函数极限过程更
复杂的一种极限过程.

148



5.3 Riemann和

定理 5.12

~

设 f W Œa; b� ! R是任一有界函数. 则下述两个结论等价：
1. f 在 Œa; b�上 Riemann可积.
2. 存在常数 A使得 lim

B
S.f; �; �/ D A .

因此若 f 2 RŒa; b� , 则 ˆ b

a

f .x/dx D lim
B
S.f; �; �/

证明 1)H) 2 )设 f 2 RŒa; b� . 于是 8" > 0; 9h , k 2 E Œa; b�使得

jf .x/ � h.x/j ⩽ k.x/;8x 2 Œa; b�;

ˆ b

a

k.x/dx < "=4:

令 �0 D .b0; b1; � � � ; bm/为同时适合于 h; k 的 Œa; b�的一个分割. 设 jf .x/j ⩽M;8x 2 Œa; b� .

取 � D min
�
1

3
ı .�0/ ;

"

16.M C 1/.mC 1/

�
, 则 � > 0. 对 �0的每一个分点 bj , 用闭区间

�
bj � �; bj C �

�
把 bj 包围起来. 现在设 .�; �/ 2 B , 并且 ı.�/ < � . 令

� D .a0; a1; � � � ; an/ ; � D h�0; �1; � � � ; �n�1i :

我们定义下面两个集合：

I D
˚
i 2 f0; 1; : : : ; n � 1g

ˇ̌
8j 2 f0; 1; : : : ; mg; Œai ; aiC1� \ Œbj � �; bj C �� D ∅

	
;

J D
˚
i 2 f0; 1; : : : ; n � 1g

ˇ̌
9j 2 f0; 1; : : : ; mg; Œai ; aiC1� \ Œbj � �; bj C �� ¤ ∅

	
:

显然 I \ J D ∅; I [ J D f0; 1; � � � ; n � 1g . 并且 8i 2 J; Œai ; aiC1� � .bj � �; bj C �/或者 Œai ; aiC1�

与
�
bj � �; bj C �

�
有交点 bj � � 或 bj C �(如图5.7所示). 因此所有这种闭区间 Œai ; aiC1� 的长度之和X

i2J

.aiC1 � ai /满足下述不等式：X
i2J

.aiC1 � ai / ⩽ 2�.mC 1/C 2ı.�/.mC 1/

<4�.mC 1/ < 4.mC 1/ �
"

16.M C 1/.mC 1/

D
"

4.M C 1/

(5.2.2)

图 5.7

下面我们来证明

ˇ̌̌̌
ˇS.f; �; �/ �

ˆ b

a

f .x/dx

ˇ̌̌̌
ˇ < " .
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由于 ˇ̌̌̌
ˇS.f; �; �/ �

ˆ b

a

f .x/dx

ˇ̌̌̌
ˇ

D

ˇ̌̌̌
ˇ
n�1X
iD0

f .�i / .aiC1 � ai / �

n�1X
iD0

ˆ aiC1

ai

f .x/dx

ˇ̌̌̌
ˇ

D

ˇ̌̌̌
ˇ
n�1X
iD0

ˆ aiC1

ai

f .�i / dx �

n�1X
iD0

ˆ aiC1

ai

f .x/dx

ˇ̌̌̌
ˇ

D

ˇ̌̌̌
ˇ
n�1X
iD0

ˆ aiC1

ai

Œf .�i / � f .x/� dx

ˇ̌̌̌
ˇ

⩽
ˇ̌̌̌
ˇX
i2I

ˆ aiC1

ai

Œf .�i / � f .x/� dx

ˇ̌̌̌
ˇC

ˇ̌̌̌
ˇX
i2J

ˆ aiC1

ai

Œf .�i / � f .x/� dx

ˇ̌̌̌
ˇ ;

故我们分

ˇ̌̌̌
ˇX
i2I

ˇ̌̌̌
ˇ与

ˇ̌̌̌
ˇX
i2J

ˇ̌̌̌
ˇ两部分来估计.

i)

ˇ̌̌̌
ˇX
i2I

ˆ aiC1

ai

Œf .�i / � f .�/� dx

ˇ̌̌̌
ˇ的估计：

我们注意到 8i 2 I; 9j 2 f0; 1; � � � ; m�1g使得 Œai ; aiC1� � .bj ; bj C1/ . 于是由 x; �i 2 Œai ; aiC1�知,
x; �i 2 .bj ; bj C1/ . 因此

8x 2 Œai ; aiC1� ; h.x/ D h .�i / ; k.x/ D k .�i / :

由于

jf .�i / � h .�i /j ⩽ k .�i / ; jf .x/ � h.x/j ⩽ k.x/;8x 2 Œai ; aiC1� ;

故 ˇ̌̌̌ˆ aiC1

ai

Œf .�i / � f .x/� dx
ˇ̌̌̌

⩽
ˆ aiC1

ai

jf .�i / � h .�i /j dx C

ˆ aiC1

ai

jh .�i / � f .x/j dx

⩽
ˆ aiC1

ai

k .�i / dx C

ˆ aiC1

ai

k.x/dx

D2

ˆ aiC1

ai

k.x/dx

由此得到 ˇ̌̌̌
ˇX
i2I

ˆ aiC1

ai

Œf .�i / � f .x/� dx

ˇ̌̌̌
ˇ

⩽
X
i2I

ˇ̌̌̌ˆ aiC1

ai

Œf .�i / � f .x/� dx
ˇ̌̌̌

⩽2
X
i2I

ˆ aiC1

ai

k.x/dx

⩽2
ˆ b

a

k.x/dx < 2 �
"

4
D
"

2
:
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ii)

ˇ̌̌̌
ˇX
i2J

ˆ ai C1

ai

Œf .�i / � f .x/� dx

ˇ̌̌̌
ˇ的估计：

8i 2 J , 我们有 ˇ̌̌̌ˆ aiC1

ai

Œf .�i / � f .x/� dx
ˇ̌̌̌

⩽
ˆ aiC1

ai

jf .�i / � f .x/j dx ⩽ 2M .aiC1 � ai /

从而由不等式(5.2.2)得到 ˇ̌̌̌
ˇX
i2J

ˆ aiC1

ai

Œf .�i / � f .x/� dx

ˇ̌̌̌
ˇ

⩽
X
i2J

ˇ̌̌̌ˆ aiC1

ai

Œf .�i / � f .x/� dx
ˇ̌̌̌
a

⩽
X
i2J

2M .aiC1 � ai /

⩽2M �
"

4.M C 1/
<
"

2
:

现在由 i)和 ii)的估计得到ˇ̌̌̌
ˇS.f; �; �/ �

ˆ b

a

f .x/dx

ˇ̌̌̌
ˇ

⩽
ˇ̌̌̌
ˇX
i2I

ˆ aiC1

ai

Œf .�i / � f .x/� dx

ˇ̌̌̌
ˇC

ˇ̌̌̌
ˇX
i2J

ˆ aiC1

ai

Œf .�i / � f .x/� dx

ˇ̌̌̌
ˇ

<
"

2
C
"

2
D ":

因此 lim
B
S.f; �; �/ D

ˆ b

a

f .x/dx .

2/ H) 1/设存在常数 A使得 lim
B
S.f; �; �/ D A , 即

.8" > 0/.9� > 0/.8.�; �/ 2 B; ı.�/ < �/ H) jS.f; �; �/ � Aj < ":

设 � D .a0; a1; � � � ; an/是 Œa; b�的任一分割且 ı.�/ < � . 令

mi D inf
x2Œai ;aiC1�

f .x/;Mi D sup
x2Œai ;aiC1�

f .x/; i D 0; 1; � � � ; n � 1:

构造函数 '; W Œa; b� ! R如下

'.x/ D

(
mi 若 x 2 .ai ; aiC1/; i D 0; 1; � � � ; n � 1 Mi

f .ai / 若 x D ai ; i D 0; 1; � � � ; n f .ai /

)
D  .x/

则 ' ,  2 E Œa; b� , 并且
'.x/ ⩽ f .x/ ⩽  .x/;8x 2 Œa; b�:

另一方面, 利用确界特征性质,存在 � 0
i ; �

00
i 2 Œai ; aiC1�使得

mi ⩽ f
�
� 0

i

�
< mi C

"

4.b � a/
; Mi �

"

4.b � a/
< f

�
� 00

i

�
⩽Mi .i D 0; 1; � � � ; n � 1/

于是 ˇ̌
f
�
� 0

i

�
�mi

ˇ̌
<

"

4.b � a/
;
ˇ̌
f
�
� 00

i

�
�Mi

ˇ̌
<

"

4.b � a/
.i D 0; 1; � � � ; n � 1/

令 � 0
D
˝
� 0

0; �
0
1; � � � ; �

0
n�1

˛
; � 00

D
˝
� 00

0 ; �
00
1 ; � � � ; �

00
n�1

˛
, 则我们有

�
�; � 0

�
2 B;

�
�; � 00

�
2 B并且 ı.�/ < �
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5.3 Riemann和

. 因此 ˇ̌
S
�
f; �; � 0

�
� A

ˇ̌
<
"

4
;
ˇ̌
S
�
f; �; � 00

�
� A

ˇ̌
<
"

4
:

现在 ˇ̌̌̌
ˇS �f; �; � 0

�
�

ˆ b

a

'.x/dx

ˇ̌̌̌
ˇ

D

ˇ̌̌̌
ˇ
n�1X
iD0

f
�
� 0

i

�
.aiC1 � ai / �

n�1X
iD0

mi .aiC1 � ai /

ˇ̌̌̌
ˇ

⩽
n�1X
iD0

ˇ̌
f
�
� 0

i

�
�mi

ˇ̌
.aiC1 � ai /

<
"

4.b � a/
.b � a/ D

"

4ˇ̌̌̌
ˇS �f; �; � 00

�
�

ˆ b

a

 .x/dx

ˇ̌̌̌
ˇ

D

ˇ̌̌̌
ˇ
n�1X
iD0

f
�
� 00

i

�
.aiC1 � ai / �

n�1X
iD0

Mi .aiC1 � ai /

ˇ̌̌̌
ˇ

⩽
n�1X
iD0

ˇ̌
f
�
� 00

i

�
�Mi

ˇ̌
.aiC1 � ai /

<
"

4.b � a/
.b � a/ D

"

4
:

因此最后我们得到

0 ⩽
ˆ b

a

Œ .x/ � '.x/�dx

D

ˇ̌̌̌
ˇ
ˆ b

a

 .x/dx �

ˆ b

a

'.x/dx

ˇ̌̌̌
ˇ

⩽
ˇ̌̌̌
ˇ
ˆ b

a

 .x/dx � S
�
f; �; � 00

�ˇ̌̌̌ˇC
ˇ̌
S
�
f; �; � 00

�
� A

ˇ̌
C
ˇ̌
A � S

�
f; �; � 0

�ˇ̌
C

ˇ̌̌̌
ˇS �f; �; � 0

�
�

ˆ b

a

'.x/dx

ˇ̌̌̌
ˇ

<
"

4
C
"

4
C
"

4
C
"

4
D ":

此即表明 f 在 Œa; b�上 Riemann可积. 并且这时 A D

ˆ b

a

f .x/dx .

推论 5.3

~

若 f 2 RŒa; b� , 则

lim
n!C1

n�1X
iD0

f

�
aC i

b � a

n

�
b � a

n
D

ˆ b

a

f .x/dx

lim
n!C1

nX
iD1

f

�
aC i

b � a

n

�
b � a

n
D

ˆ b

a

f .x/dx

从这个推论来看, 函数 f W Œa; b� ! R的 Riemann积分
ˆ b

a

f .x/dx的几何意义就十分明显.
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将 Œa; b�n等分, 作出
b � a

n
为底, 以 f

�
aC i �

b � a

n

�
为 “高”的 15方形 Si , 则 Si 的 “面积”为

f

�
aC i

b � a

n

�
b � a

n
.这里我们规定当f

�
aC i

b � a

n

�
⩾ 0时Si的 “面积”⩾ 0 , 当f

�
aC i

b � a

n

�
<

0时, Si 的 “面积”＜ 0), 因此
n�1X
iD0

f

�
aC i

b � a

n

�
b � a

n
D S0; S1; � � � ; Sn�1的 “面积”之和,

nX
iD1

f

�
aC i

b � a

n

�
b � a

n
D S1; S2; � � � ; Sn的 “面积”之和.

上述推论表明, 当 n ! C1时, S0; S1; � � � ; Sn�1 的 “面积”之和或 S1; S2; � � � ; Sn 的 “面积”之和的极

限存在, 并且等于 f 在 Œa; b�上的 Riemann积分
ˆ b

a

f .x/dx , 因此
ˆ b

a

f .x/dx 就是由函数 f 的图形

Gr.f /; x 轴及直线 x D a; x D b所围平面区域的面积 (如图5.8所示).

图 5.8

例题 5.11计算
ˆ 1

0

xdx与
ˆ 1

0

x2dx的值.

定义函数 f; g W Œ0; 1� ! R如下：

8x 2 Œ0; 1�; f .x/ D x; g.x/ D x2:

则函数 f; g在 Œ0; 1� . 上连续, 因而在 Œ0; 1�上 Riemann可积, 根据上述推论有
ˆ 1

0

xdx D lim
n!C1

n�1X
iD0

f

�
0C i

1

n

�
�
1

n

D lim
n!C1

n�1X
iD0

i

n2
D lim

n!C1

n.n � 1/

2n2
D
1

2

ˆ 1

0

x2dx D lim
n!C1

n�1X
iD0

g

�
0C i

1

n

�
�
1

n

D lim
n!C1

n�1X
iD0

i2

n3
D lim

n!C1

.n � 1/n.2n � 1/

6n3

D
1

3

从图形上看, 积分
ˆ 1

0

xdx与
ˆ 1

0

x2dx分别表示图5.9中两个阴影部分的面积.

153



5.3 Riemann和

图 5.9

例题 5.12 证明：8a > 0; b > 0 , ˆ b

1

1

x
dx D

ˆ ab

a

1

x
dx

首先设 b > 1：由于函数 :x 7! f .x/ D
1

x
; x 2 .0;C1/连续, 故 f 在 Œ1; b�及 Œa; ab�可积, 根据上

述推论我们有 ˆ b

1

1

x
dx D lim

n!C1

n�1X
iD0

1

1C i b�1
n

�
b � 1

n

D lim
n!C1

n�1X
iD0

1

aC i ab�a
n

�
ab � a

n

D

ˆ ab

a

1

x
dx

再设 b < 1：根据约定,
ˆ b

1

1

x
dx D �

ˆ 1

b

1

x
dx , 因此由 b > 1时所证结论我们有

ˆ b

1

1

x
dx D �

ˆ 1

b

1

x
dx D �

ˆ b� 1
b

b

1

x
dx D �

ˆ 1
b

1

1

x
dx

D �

ˆ ab� 1
b

ab

1

x
dx D �

ˆ a

ab

1

x
dx D

ˆ ab

a

1

x
dx

最后设 b D 1：这时, 由约定
ˆ 1

1

1

x
dx D

ˆ a

a

1

x
dx D 0 .

例题 5.13证明实数序列
*
1

n3

n�1X
kD0

k2 sin
k�

n

+
收敛, 并求其极限.

事实上, 考虑函数 x 7�! f .x/ D x2 sin�x; x 2 Œ0; 1� . 它在 Œ0; 1� 上连续, 因此 f 在 Œ0; 1� 上

Riemann可积. 根据上述推论, 我们有ˆ 1

0

f .x/dx D lim
n!C1

n�1X
kD0

f

�
0C k

1

n

�
1

n

D lim
n!1

n�1X
kD0

�
k

n

�2

sin
k�

n
�
1

n

D lim
n!C1

1

n3

n�1X
iD0

k2 sin
k�

n
:
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�习题 5.3

此即表明实数序列

*
1

n3

n�1X
kD0

k2 sin
k�

n

+
收敛, 其极限为

ˆ 1

0

x2 sin�xdx.

K�习题 5.3k

1. 设 f W R ! R在任意有限区间 Œ˛; ˇ�上 Riemann可积, 直接由 Riemann积分定义证明下列等式：

1)
ˆ b

a

f .x/ dx D

ˆ bCc

aCc

f .x � c/ dx;8c 2 R.

2)
ˆ bc

ac

f .x/ dx D c

ˆ b

a

f .cx/ dx;8c 2 R.

2. 证明定理 5.12的推论.
3. 证明下列各极限存在, 并求其极限：

1) lim
n!C1

�
1

nC 1
C

1

nC 2
C � � � C

1

nC n

�
.

2) lim
n!C1

�
n

n2 C 1
C

n

n2 C 2
C � � � C

n

n2 C n

�
.

3) lim
n!C1

1

n

�
sin

�

n
C sin

2�

n
C � � � C sin

n�

n

�
.

4) lim
n!C1

�
1˛

n˛C1
C

2˛

n˛C1
C � � � C

n˛

n˛C1

�
; .˛ > 0/.

5) lim
n!C1

sin
�

n

n�1X
kD0

1

2C cos k�
n

.

4. 设 f W Œa; b� ! R是任一有界函数. � D .a0; a1; � � � ; an/是 Œa; b�的任一分割. 令

mi D inf
x2Œai ;aiC1�

f .x/;Mi D sup
x2Œai ;aiC1�

f .x/;

Di .f; �/ D

n�1X
iD0

mi .aiC1 � ai /;Ds.f; �/ D

n�1X
iD0

Mi .aiC1 � ai /:

我们分别称 Di .f; �/与 Ds.f; �/为 f 关于 � 的 Darboux下和与 Darboux上和. 证明下述结论等
价：

1) f 在 Œa; b�上 Riemann可积.
2) 8" > 0; 9� 使得 0 ⩽ Ds.f; �/ �Di .f; �/ < ".

5. 我们用 A 表示 Œa; b�的所有分割的集合. 8�1; �2 2 A , 我们称 �2 比 �1 细, 如果 �1 的分点也是

�2的分点. 这时记为 �1 � �2.
这个题目的目的是证明：

8�; � 0
2 A ;Di .f; �/ ⩽ Ds.f; �

0/:

1) 证明：8� 2 A , 若 � 0是比 � 多一个分点的分割, 则

Di .f; �/ ⩽ Di .f; �
0/;Ds.f; �

0/ ⩽ Ds.f; �/:

2) 证明：若 �; � 0
2 A 且 � � � 0, 则

Di .f; �/ ⩽ Di .f; �
0/;Ds.f; �

0/ ⩽ Ds.f; �/:

3) 证明：若 �; � 0
2 A , 则 � � � _ � 0, � 0

� � _ � 0.
4) 由此推出：Di .f; �/ ⩽ Ds.f; �

0/.
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6. 设 f W Œa; b� ! R是任一有界函数, 令

E D fDi .f; �/ j � 2 A g; F D fDs.f; �/ j � 2 A g:

1) 证明：E 是上有界集, F 是下有界集.
2) 若令Di .f / D supE; Ds.f / D infF , 则Di .f / ⩽ Ds.f /.
3) 证明：f 在 Œa; b�上的上积分 S.f /与下积分 i.f /(定义见 §2习题 5)满足等式：

i.f / D Di .f /; S.f / D Ds.f /:

7. 设 f W Œa; b� ! R是任一有界函数. 证明下述各结论等价：
1) f 2 RŒa; b�.
2) lim

B
S.f; �; �/ D A; .A 2 R/.

3) Di .f / D Ds.f /.
4) i.f / D S.f /.

8. 设 f W Œa; b� ! Œc; d �是任一严格单调上升的连续函数, f �1
W Œc; d � ! Œa; b�是 f 的反函数.

1) 设 � D .c0; c1; � � � ; cn/是 Œc; d �的任一分割, ��1
D .f �1.c0/; f

�1.c1/; � � � ; f
�1.cn//是对应

于 � 的 Œa; b�的一个分割. 证明：

Di .f
�1; �/CDs.f; �

�1/ D bd � ac:

2) 利用上述等式, 证明： ˆ d

c

f �1.x/ dx C

ˆ b

a

f .x/ dx D bd � ac:

3) 利用 2)的公式计算积分
ˆ 1

0

p
x dx.

9. 设 f W Œa; b� ! R是任一有界函数. 这个题目的目的是要证明：若 f 2 RŒa; b�, 则 f 在 Œa; b�上

的连续点集是一个无限集.
1) 设 � D .a0; a1; � � � ; am/是 Œa; b�的一个分割, 使得 0 ⩽ Ds.f; �/ � Di .f; �/ < b � a. 证明：
存在 i 2 f0; 1; � � � ; m � 1g, 使得

0 ⩽Mi �mi < 1;

这里 mi D inf
x2Œai ;aiC1�

f .x/;Mi D sup
x2Œai ;aiC1�

f .x/.

2) 证明：存在实数 a1; b1, 使得 a < a1 < b1 < b, 并且

0 ⩽ sup
x2Œa1;b1�

f .x/ � inf
x2Œa1;b1�

f .x/ < 1:

3) 证明：存在实数 a2; b2, 使得 a < a1 < a2 < b2 < b1 < b, 并且

0 ⩽ sup
x2Œa2;b2�

f .x/ � inf
x2Œa2;b2�

f .x/ <
1

2
:

4) 将此过程无限地继续下去, 我们得到一闭区间族 fŒan; bn�gn2N, 使得

ŒanC1; bnC1� � Œan; bn�; 0 ⩽ sup
x2Œan;bn�

f .x/ � inf
x2Œan;bn�

f .x/ <
1

n
;8n 2 N:

由此推出存在一点 x 2 Œa; b�, 使得 f 在 x处连续.
5) 证明：f 在 Œa; b�上有无限多个连续点.

6) 假设 f 2 RŒa; b�, 并且 f > 0, 证明
ˆ b

a

f .x/dx > 0.
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5.4 基本初等函数的定义

5.4 基本初等函数的定义

现在我们利用积分函数来定义对数函数,指数函数,幂函数等基本初等函数, 并研究它们的基本性
质及其图形.
在定义基本初等函数之前, 我们先介绍如下概念.
1. 函数图形的无穷远分支及其渐近线

定义 5.9

|

设 X � R是任一非空集合, f W X ! R是任一函数.
1. 若C1或 �1是 X 的聚点, 并且存在直线 L W y D kx C b使得

f .x/ � .kx C b/ ! 0.x ! C1 或 � 1/;

则我们称函数 f 的图形 Gr.f /有无穷远分支 �C1 或 ��1 , 而直线 L称为此无穷远分支

的渐近线, 特别地, 当 k D 0时, 直线 L W y D b又称为水平渐近线.
2. 若 a 2 R是 X 的有限聚点, 使得

f .x/ ! C1 或 � 1
�
x ! aC或 x ! a�

�
,

则我们称函数 f 的图形 Gr.f /有无穷远分支 �aC 或 �a� , 而直线 x D a 称为此无穷远分

支的垂直渐近线.

由上述渐近线的定义可知, 直线 L W y D kx C b是无穷远分支 �C1或 ��1的渐近线, 当且仅当：

k D lim
x!C1
.�1/

f .x/

x
; b D lim

x!C1
.�1/

Œf .x/ � kx�:

2. 基本初等函数的定义及性质
1)自然对数函数

由于函数 x 7�!
1

x
; x 2 .0;C1/连续, 故它的积分函数 x 7�!

ˆ x

1

1

t
dt; x 2 .0;C1/存在.

定义 5.10

|

函数 x 7�!

ˆ x

1

1

t
dt; x 2 .0;C1/称为自然对数函数, 记为 log(或 ln ). 8x 2 .0;C1/; log x 称为

x的自然对数.

于是

log x D

ˆ x

1

1

t
dt;8x 2 .0;C1/

log 1 D 0

自然对数函数的基本性质可综述如下.
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5.4 基本初等函数的定义

定理 5.13

~

1. 8x; y 2 .0;C1/;8n 2 Z ,
log xy D log x C logy;

log
x

y
D log x � logy;

log xn
D n log x:

2. log是严格单调上升的连续函数, 并且

lim
x!0C

log x D �1; lim
x!C1

log x D C1

因此 log是从乘法群 ( RC
� , � )到加法群 .R;C/上的同构映射.

3. log的图形有无穷远分支 �0C 及垂直渐近线 x D 0 .

证明

1. 8x; y 2 .0;C1/ , 由 �3例5.12知

log xy D

ˆ xy

1

1

t
dt D

ˆ x

1

1

t
dt C

ˆ xy

x

1

t
dt

D

ˆ x

1

1

t
dt C

ˆ y

1

1

t
dt

D log x C logy

特别地取 y D
1

x
, 我们得到

0 D log 1 D log x �
1

x
D log x C log

1

x
:

从而 log
1

x
D � log x , 因此

log
x

y
D log x C log

1

y
D log x � logy:

现在设 n 2 Z .
若 n 2 N：则

log xn
D log x � x � � � � � x„             ƒ‚             …

n个

D log x C log x C � � � C log x

D n log x:

若 �n 2 N：则令 m D �n . 从而

log xn
D log x�m

D log
1

xm

D � log xm
D �m log x D n log x

若 n D 0：则

log x0
D log 1 D 0 D 0 � log x:

因此 8n 2 Z; log xn
D n log x .

2. 因为积分函数连续, 所以自然对数函数 log在 .0;C1/上连续.
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5.4 基本初等函数的定义

现在设 x1; x2 2 .0;C1/ , 并且 x1 < x2 . 则

log x2 � log x1 D

ˆ x2

x1

1

t
dt > 0

因此 log x2 > log x1 , 从而 log在 .0;C1/上严格单调上升.
另一方面, 由于

log 2n
D n log 2; log 2 > log 1 D 0

故

lim
x!C1

log x D C1

lim
x!0C

log x D � lim
x!0C

log
1

x
D � lim

y!C1
logy D �1:

由此并结合性质 1)知 log是从乘法群 ( RC
� ; � )到加法群 ( R;C )上的同构映射.

3. 因为 lim
x!0C

log x D �1 , 故 log的图形有无穷远分支 �0C , 并且负 y 轴是它的垂直渐近线

根据上述分析, 自然对数函数 log的图形可描述如下：
注由于 log是从 .0;C1/到 .�1;C1/上的严格单调上升连续函数, 故存在唯一的 Nx 2 .0;C1/使得

log Nx D 1 , 我们习惯地记 Nx D e , 于是
log e D 1:

图 5.10

2)以 a.0 < a ¤ 1/为底的对数函数

由于 0 < a ¤ 1 , 故 log a ¤ 0 .

定义 5.11

|

函数 x 7�!
log x
log a

; x 2 .0;C1/称为以 a为底的对数函数, 记为 loga . 8x 2 .0;C1/; loga x称为

x的以 a为底的对数.
若 a D 10 , 则 loga x称为 x的常用对数.

由于 log e D 1 , 故
loge x D log x.x 2 .0;C1//:

因此自然对数函数 log就是以 e为底的对数函数.
利用 loga 的定义及定理5.13可证明关于 loga 的下述性质.
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定理 5.14

~

1. 8x; y 2 .0;C1/;8n 2 Z .
loga xy D loga x C loga y;

loga

x

y
D loga x � loga y;

loga x
n

D n loga x:

2. 若 a > 1.0 < a < 1/ , 则 loga 是严格单调上升 (下降)的连续函数, 并且

lim
x!1C

loga x D �1; lim
x!C1

loga x D C1�
lim

x!1C
loga x D C1; lim

x!C1
loga x D �1:

�
因此 loga 是从乘法样 ( RC

� ; � )到加法群 .R;C/上的同构映射.
3. 当 a > 1 .0 < a < 1/ 时, loga 的图形有无穷远分支 �0C , 并且负 (正)y 轴是 �0C 的垂直渐

近线.

定理的证明留给读者作为练习

图 5.11

3)以 e为底的指数函数
由于自然对数函数 x 7�! log x; x 2 .0;C1/是从 .0;C1/到 R上的严格单调上升的连续函数, 根

据定理4.12知, 它有反函数存在, 并且是从 R到 .0;C1/上的严格单调上升的连续函数. 我们记这个反
函数为：

x 7�! exp x; x 2 R:

于是我们有

log.exp x/ D x;8x 2 R:

exp.log x/ D x;8x 2 RC
� :

现在我们特别地取 x D n 2 Z , 由 log的性质有

log.expn/ D n D n log e D log en:

从而

expn D en:
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这启发我们引入下述定义及记号.

定义 5.12

|

8x 2 R , 我们令
ex ≜ exp x

函数 x 7�! ex; x 2 R称为以 e为底 x为指数的指数函数.

关于此函数的性质, 我们有下述定理.

定理 5.15

~

1. 8x; y 2 R .

exCy
D ex

� ey ; ex�y
D

ex

ey
;

e0
D 1; y D ex

” x D logy:

2. x 7�! ex; x 2 R是严格单调上升的连续函数并且

lim
x!�1

ex
D 0; lim

x!C1
ex

D C1:

因此它是从加法群 ( R;C )到乘法群 ( RC
� ; � )上的同构映射.

3. 此函数的图形有无穷远分支 ��1 , 并且 y D 0是 ��1的水平渐近线.

证明

1. 8x; y 2 R , 由于 log
�
ex
�

D x , 故

log
�
exCy

�
D x C y; log

�
ex�y

�
D x � y;

log
�
ex

� ey
�

D log ex
C log ey

D x C y;

log
ex

ey
D log ex

� log ey
D x � y:

由 log的单射性推知,

exCy
D ex

� ey ; ex�y
D

ex

ey
; e0

D 1

同样由 log ex
D x推得

y D ex
” logy D log ex

D x:

2. 由于 x 7�! ex; x 2 R是自然对数函数 log的反函数, 故它是从 R到 RC
� 上的严格单调上升的连续

函数, 从而
lim

x!�1
ex

D 0; lim
x!C1

ex
D C1:

因此结合性质 1)知以 e为底的指数函数是从加法群 ( R;C/到乘法群 ( RC
� ; � )上的同构映射.

3. 由于 lim
x!�1

ex
D 0 , 故此函数的图形有无穷远分支 ��1 , 它以 y D 0为其水平渐近线.

由于以 e 为底的指数函数是自然对数函数的反函数, 故这两个函数的图形关于直线 y D x 对称,
从而由 log的图形得到函数 x 7! ex; x 2 R的图形, 如图5.12所示.
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图 5.12

4)以 a.a > 0/为底的指数函数

定义 5.13

|

8x 2 R , 令
ax ≜ ex loga

�

函数 x 7�! ax; x 2 R称为以 a为底 x为指数的指数函数.

由以 e为底的指数函数的性质可推得以 a为底的指数函数的下述性质.

定理 5.16

~

1. 8x; y 2 R ,
log ax

D x log a; a0
D 1;

axCy
D ax

� ay ; a�x
D

1

ax
D

�
1

a

�x

;

ax�y
D
ax

ay
;

�
ax
�y

D axy ;

.ab/x D ax
� bx.b > 0/; y D ax

” x D loga y:

2. 若 a > 1 , 则 x 7�! ax; x 2 R是严格单调上升的连续函数, 并且

lim
x!�1

ax
D 0; lim

x!C1
ax

D C1

若 0 < a < 1 , 则 x 7�! ax; x 2 R是严格单调下降的连续函数, 并且

lim
x!�1

ax
D C1; lim

x!C1
ax

D 0:

若 a D 1 , 则 1x
D 1;8x 2 R .

因此 8a > 0且 a ¤ 1; x 7�! ax; x 2 R是从加法群 .R;C/到乘法群 .RC
� ; �/上的同构映射.

3. 若 a > 1.0 < a < 1/ , 函数 x 7�! ax; x 2 R的图形有无穷远分支 ��1 .�C1/ , 它以 y D 0

为水平渐近线.

定理的证明留给读者.
由性质 1)可知, 函数 x 7�! ax; x 2 R是对数函数 x 7�! loga x; x 2 RC

� 的反函数, 故它的图形如
图5.13所示.
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图 5.13

5)幂函数
我们知道

i) 若 n 2 N , 则 8x 2 R; xn ≜ x � x � � � � � x .

ii) 若 �n 2 N , 则 8x 2 R � f0g; xn ≜ 1

x�n
D

�
1

x

��n

:

iii) 若 n D 0 , 则 8x 2 R � f0g; x0
D 1 .

下面我们考虑 a 2 R � Z .

定义 5.14

|

设 ˛ 2 R � Z;8x 2 .0;C1/ , 令
x˛ ≜ e˛ logx :

函数 x 7�! x˛; x 2 .0;C1/称为以 ˛为指数的幂函数.

关于幂函数 x 7�! x˛; x 2
�
0;C1/的性质, 我们有下述定理.

定理 5.17

~

1. 8˛; ˇ 2 R � Z;8x; y 2 .0;C1/; .xy/˛ D x˛
� y˛; .x˛/ˇ D x˛ˇ ; x�˛

D
1

x˛
D

�
1

x

�ˇ

.

2. 若 ˛ > 0.< 0/ , 则幂函数 x 7�! x˛; x 2 .0;C1/是严格单调上升 (下降)的连续函数, 并且

lim
x!0C

x˛
D 0; lim

x!C1
x˛

D C1

. lim
x!0C

x˛
D C1; lim

x!C1
x˛

D 0/

因此幂函数 x 7�! x˛; x 2 .0;C1/是从乘法群 .RC
� ; �/到乘法群 .R�

�; �/上的同构映射.
3. 当 ˛ < 0时, 幂函数 :x 7�! x˛; x 2 .0;C1/的图形有两个无穷远分支 �0C与 �C1 , 并且
�0C 以正 y 轴为垂直渐近线, 而 �C1以正 x轴为水平渐近线.

此定理可由定理5.13及定理5.15推出, 详细证明过程由读者补充.
幂函数 x 7�! x˛; x 2 .0;C1/的图形如图5.14所示.
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图 5.14

6)双曲函数

定义 5.15

|

函数

x 7! sinh x ≜ ex � e�x

2
; x 2 R

x 7! cosh x ≜ ex C e�x

2
; x 2 R

x 7! th x ≜ ex � e�x

ex C e�x
; x 2 R

x 7! cth x ≜ ex C e�x

ex � e�x
; x 2 R � f0g

分别称为双曲正弦函数,双曲余弦函数,双曲正切函数与双曲余切函数.

这些函数的基本性质可由下面两个定理来表述.

定理 5.18

~

1. 双曲正弦,双曲余弦,双曲正切,双曲余切函数都是在各自定义域上的连续函数.
2. 下述等式成立：

cosh2 x � sinh2 x D 1; 1 � th2 x D �
1

cosh2 x
; cth2 x � 1 D

1

sinh2 x
;

sinh.�x/ D � sinh x; cosh.�x/ D cosh x;

th.�x/ D � th x; cth.�x/ D � cth x;

sinh.x C y/ D sinh x coshy C cosh x sinhy;

cosh.x C y/ D cosh x coshy C sinh x sinhy:

证明 性质 1)直接由双曲函数的定义推出 2)的各等式直接计算即可验证.

定理 5.19
关于双曲函数的单调性及其图形, 我们有下述各结论：

1. 双曲正弦函数在 R上严格单调上升, 并且

lim
x!�1

x D �1; lim
x!C1

sinh x D C1:

它的图形关于原点对称, 无渐近线.
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~

2. 双曲余弦函数在 Œ0;C1上上严格单调上升, 而在 .�1, 0�上是严格单调下降的, 并且

lim
x!0

cosh x D 1; lim
x!˙1

cosh x D C1

它的图形关于 y 轴对称, 无渐近线.
3. 双曲正切函数在 R上严格单调上升, 并且

lim
x!�1

th x D �1; lim
x!C1

th x D 1

它的图形关于原点对称, 并且有无穷远分支 �C1 与 ��1; �C1 以 y D 1 为水平渐近线,
��1以 y D �1为水平渐近线.

4. 双曲余切函数在 R � f0g上严格单调下降, 并且

lim
x!�1

cth x D �1; lim
x!0�

cth x D �1;

lim
x!0C

cth x D C1; lim
x!C1

cth x D 1:

它的图形关于原点对称, 并且有四个无穷远分支 ��1; �0� , �0C ; �C1: ��1以 y D �1为

水平渐近线, �0� 以负 y 轴为垂直渐近线, �0C 以正 y 轴为垂直渐近线, 而 �C1 以 y D 1

为水平渐近线.

证明

1. 设 x1, x2 2 R � f0g , 并且 x1 < x2 .
由以 e为底的指数函数的严格单调上升性, e2x1 < e2x2 , 从而 1 � e�2x2 > 1 � e�2x1 , 于是

sinh x2

sinh x1
D

ex2 � e�x2

ex1 � e�x1

D ex2�x1

�
1 � e�2x2

1 � e�2x1

�
> 1

此即表明双曲正弦函数在 R � f0g上严格单调上升.
现设 x1; x2 2 R , 并且 x1 < 0 < x2 . 由定义知

sinh x1 < sinh 0 D 0 < sinh x2:

因此双曲正弦函数在 R上是严格单调上升的. 直接计算得到

lim
x!�1

sinh x D �1; lim
x!C1

sinh x D C1

由此可知双曲正弦函数的图形无渐近线, 并且由 sinh.�x/ D � sinh x;8x 2 R知, 此函数图形关
于原点对称.

2. 因为 cosh2 x � sinh2 x D 1.8x 2 R/ , 并且 cosh x > 0 , 所以 cosh x D

p
1C sinh2 x.8x 2 R/ ,

由此, 并根据双曲正弦函数的严格单调上升性和 sinh x < 0
�
8x 2 R�

�

�
及 sinh x > 0

�
8x 2 RC

�

�
推

知, 双曲余弦函数 ch在 Œ0;C1/上严格单调上升, 而在 .�1; 0�上严格单调下降.
现在直接由 cosh x的表达式计算得到

lim
x!0

cosh x D 1; lim
x!˙1

cosh x D C1:

由此可知 ch的图形无渐近线, 并且由 ≂.�x/ D cosh x.8x 2 R/推知, 双曲余弦函数 ch的图形关
于 y 轴对称.

3. 由公式 th2 x D 1 �
1

cosh2 x
及双曲余弦的单调性推知, 双曲正切 th在 R上是严格单调上升的.
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直接由 th x 的表达式计算得到

lim
x!�1

th x D �1; lim
x!C1

th x D 1:

由此可知双曲正切 th图形有无穷远分支 ��1与 �C1 , 并且 ��1以 y D �1为水平渐近线, �C1

以 y D 1为水平渐近线.
由于 th.�x/ D � th x;8x 2 R , 故此函数图形关于原点对称.

4. 由公式 cth2 x D 1C
1

sinh2 x
及双曲正弦的严格单调上升性推知, 双曲余切函数在 R � f0g上是严

格单调下降的.
直接由 cth x的表达式计算得到

lim
x!�1

cth x D �1; lim
x!0�

cth x D �1;

lim
x!0C

cth x D C1; lim
x!C1

cth x D 1:

由此可知, 双曲余切函数的图形有四个无穷远分支 ��1; �0� , �0C 及 �C1 , 并且 ��1 以

y D �1为水平渐近线, �0� 以负 y轴为垂直渐近线, �0……C以正 y轴为垂直渐近线, 而 �C1以

y D 1为水平渐近线.
最后由于 cth.�x/ D � cth x , 故此函数图形关于原点对称.

图 5.15

图5.15是各双曲函数的大致图形.
7)反双曲函数
由定理5.19知, 双曲正弦,余弦,正切,余切分别是从R到R ,从 Œ0;C1/到 Œ1;C1/ ,从R到 .�1, 1/,

从 R � f0g到 R � Œ�1; 1�上的严格单调的连续函数, 根据定理4.12, 它们都有反函数存在.

定义 5.16
1. 函数 sinh W R ! R的反函数称为反双曲正弦函数, 记为

Arg sh: R ! R.
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|

2. 函数 cosh W Œ0;C1/ ! Œ1;C1/的反函数称为反双曲余弦函数, 记为

Arg ch: Œ1;C1/ ! Œ0;C1/:

3. 函数 th W R ! .�1; 1/的反函数称为反双曲正切函数, 记为

Arg th: .�1; 1/ ! R:

4. 函数 cth W R � f0g ! R � Œ�1; 1�的反函数称为反双曲余切函数, 记为

Arg cth: R � Œ�1; 1� ! R � f0g:

定理 5.20

~

1. 反双曲函数 Arg sinh, Arg cosh, Arg th, Arg cth除 Arg cth是严格单调下降外其余都是严格单
调上升的连续函数.

2. 反双曲函数的显示表达式：

Arg sinh x D log
�
x C

p
x2 C 1

�
; x 2 R；

Arg cosh x D log
�
x C

p
x2 � 1

�
; x 2 Œ1;C1/；

Arg th x D
1

2
log

1C x

1 � x
; x 2 .�1; 1/；

Arg cth x D
1

2
log

x C 1

x � 1
; x 2 R � Œ�1; 1�:

证明 性质 1)显然, 下面我们来证明反双曲函数的显示表达式.
对 Arg sinh x：由 y D Arg sinh x得到 x D sinhy . 因为

coshy D

q
sinh2 y C 1 D

p
x2 C 1;

所以

ey
D sinhy C coshy D x C

p
x2 C 1;

从而

Arg sinh x D y D log
�
x C

p
x2 C 1

�
对 Arg cosh x：由 y D Arg cosh x得到 x D coshy . 于是

sinhy D

q
cosh2 y � 1 D

p
x2 � 1;

从而

ey
D coshy C sinhy D x C

p
x2 � 1;

因此

Arg cosh x D y D log
�
x C

p
x2 � 1

�
对 Arg th x：由 y D Arg th x得到 x D thy . 因为

thy D
ey � e�y

ey C e�y
D

e2y � 1

e2y C 1
;
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所以 e2y
D
1C x

1 � x
, 从而

Arg th x D y D
1

2
log

1C x

1 � x
:

对 Arg cth x ：由 y D Arg cth x 得到 x D cthy . 因为 cthy D
ey C e�y

ey � e�y
D

e2y C 1

e2y � 1
,所以 e2y

D
x C 1

x � 1
,

因此

Arg cth x D y D
1

2
log

x C 1

x � 1
:

注反双曲函数 Arg sh, Arg ch, Arg th, Arg cth的图形可由相应双曲函数 sinh; cosh; th; cth的图形关于直
线 y D x 的对称图形得到, 有一点要注意, 在作双曲余弦函数 ch的图形关于 y D x 的对称图形时, 只
有位于 y ⩾ 0上半平面的那一分支才是反双曲余弦 Argch的图形.

图 5.16

上面我们定义的七类函数连同有理整函数 (多项式函数), 有理分式函数, 三角函数, 反三角函数一
起统称为基本初等函数.
由基本初等函数经过有限次加, 减, 乘, 除四则运算及函数的复合所得到的函数称为有限形式的初

等函数.
作为初等函数的一个例子, 我们介绍所谓的幂指数函数.
幂指数函数 设 u; v W X ! R是任意两个函数, 使得 8x 2 X; u.x/v.x/有定义, 则函数

x 7�! u.x/v.x/; x 2 X

为幂指数函数. 我们设 a 2 X 是一聚点.
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1. 若 lim
x!a

u.x/ D A > 0; lim
x!a

v.x/ D B , 则

lim
x!a

u.x/v.x/
D lim

x!a
ev.x/ logu.x/

D e lim
x!a

v.x/ logu.x/

D eB logA

D AB

2. 若 lim
x!a

u.x/ D 0 , 但 lim
z!a

v.x/ logu.x/ D c , 则

lim
x!a

u.x/v.x/
D lim

x!a
ev.x/ logu.x/

D e lim
x!a

v.x/ logu.x/

D

8̂̂̂<̂
ˆ̂:
ec ; 若 c 2 R;

C1; 若 c D C1;

0; 若 c D �1:

3. 若 lim
x!a

u.x/ D A; lim
x!a

v.x/ D B 出现下列三种情形：

A D 1; B D ˙1； A D 0; B D 0； A D ˙1; B D 0:

则 u.x/v.x/分别为 1˙1; 00;˙1
0不定型, 这种不定型极限的一般研究我们将在以后进行.

下面介绍一个典型的 11不定型极限.
例题 5.14证明

1. lim
x!0

.1C x/
1
x D e .

2. lim
x!˙1

�
1C

1

x

�x

D e ,

lim
n!˙1

�
1C

1

n

�n

D e; .n 2 Z/:

3. lim
h!0

.1C hx/
1
h D ex;8x 2 R .

首先我们考虑 lim
x!0

.1C x/
1
x . 这是 11不定型极限. 当 jxj充分小时, 1C x > 0 , 因此

.1C x/
1
x D e

1
x

log.1Cx/:

由于 log.1C x/ D

ˆ 1Cx

1

1

t
dt , 故由第一积分中值公式知,

log.1C x/ D
1

�

ˆ 1Cx

1

dt D
x

�

这里 � 介于 1与 1C x之间, 从而 � ! 1.x ! 0/ . 因此

lim
x!0

.1C x/
1
x D lim

x!0
e

1
x

log.1Cx/

D e
lim

x!0

1
x

log.1Cx/

D e
lim

x!0

1
�

D e
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5.4 基本初等函数的定义

现在我们令 y D
1

x
, 则 y ! 0.x ! ˙1/ . 从而

lim
x!˙1

�
1C

1

x

�x

D lim
y!0

.1C y/
1
y D e:

特别地取 x D n 2 Z , 则

lim
n!˙1

�
1C

1

n

�n

D e:

最后令 y D hx , 当 x D 0时 y D 0 , 并且 y ! 0.h ! 0/ . 因此

lim
h!0

.1C hx/
1
h D lim

y!0

h
.1C y/

1
y

ix

D

�
lim

y!0
.1C y/

1
y

�x

D ex

当 x D 0时, lim
h!0

.1C hx/
1
h D 1 D e0 .

例题 5.15证明：8˛ 2 R; lim
x!0

.1C x/˛ � 1

x
D ˛.

为此令 .1Cx/˛ �1 D y , 则 y ! 0.x ! 0/ , 并且 .1Cx/˛ D 1Cy于是 ˛ log.1Cx/ D log.1Cy/,
从而

lim
x!0

.1C x/˛ � 1

x
D lim

x!0

y

x

D lim
x!0

y

log.1C y/
�
˛ log.1C x/

x

D lim
y!W

1

log.1C y/
1
y

� lim
x!0

˛ log.1C x/
1
x

D˛ �
1

log e � log e

D˛:

例题 5.16计算 lim
x!0

�
1C tan x
1C sin x

� 1
sinx

.

这是 11不定型极限, 我们把它化为 lim
x!0

.1C x/
1
x 型极限进行计算.

lim
x!0

�
1C tan x
1C sin x

� 1
sinx

D lim
x!0

�
1C

tan x � sin x
1C sin x

� 1
tanx�sinx

1Csinx

� tanx�sinx
1Csinx

� 1
sinx

D

�
lim

y!0
.1C y/

1
y

� lim
x!0

tanx�sinx
sinx.1Csinx/

D1:

最后作为这一节的结束, 我们来考虑下面的一个重要极限,
在第 6章 §2中我们将要用到它.

例题 5.17证明：8a > 0; lim
x!C1

ex

x˛
D C1 .

我们只需证明 x D n 2 N时极限成立即可.
事实上, 如果 lim

n!C1

en

n�
D C1 , 那么由函数 x 7�! ex; x 2 .0;C1/及 x 7�! xn; x 2 .0;C1/的
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�习题 5.4

严格单调上升性我们有：8x > 0

ex

x˛
⩾ eŒx�

.Œx�C 1/˛
D
1

e
eŒx�C1

.Œx�C 1/˛
:

由于 lim
x!C1

.Œx�C 1/ D C1 , 故 lim
x!C1

eŒx�C1

.Œx�C 1/˛
D C1 , 从而

lim
x!C1

ex

x˛
D C1:

下面我们就来证明 lim
n!C1

en

n˛
D C1 .

固定 k 2 N使 k > ˛. 令 h D e � 1;8n > k , 有
en

n˛
D
.1C h/n

n˛
>
C kC1

n hkC1

nk

D
n.n � 1/.n � 2/ � � � .n � k/

.k C 1/Šnk
hkC1

D n

�
1 �

1

n

��
1 �

2

n

�
� � �

�
1 �

k

n

�
hkC1

.k C 1/Š
:

由于
hkC1

.k C 1/Š
> 0为常数,

lim
n!C1

�
1 �

1

n

��
1 �

2

n

�
� � �

�
1 �

k

n

�
D 1;

故 lim
n!C1

n

�
1 �

1

n

��
1 �

2

n

�
� � �

�
1 �

k

n

�
hkC1

.k C 1/Š
D C1 , 从而

lim
n!C1

en

n˛
D C1

K�习题 5.4k

1. 证明定理 5.14,5.16,5.17,5.18
2. 设 f W Œa; b� ! RC是任一连续函数. 证明：

1) "ˆ b

˛

f n.x/ dx

# 1
n

⩽ .b � a/
1
n sup

a<x<b

f .x/;8n 2 N:

2) 利用 f 的连续性及确界特性证明：

.8" > 0/.9ı > 0/ )

"ˆ b

a

f n.x/ dx

# 1
n

⩾ ı
1
n

 
sup

a⩽x⩽b

f .x/ � "

!
:

3) 由此推出：

lim
n!C1

"ˆ b

a

f n.x/ dx

# 1
n

D sup
a⩽x⩽b

f .x/:
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�习题 5.4

4) 若 g W Œa; b� ! RC是任意 Riemann可积函数, 则

lim
n!C1

"ˆ b

a

f n.x/g.x/ dx

# 1
n

D sup
a⩽x⩽b

f .x/:

3. 设

xn D
n

vuut"
1C

�
1

n

�2
#"

1C

�
2

n

�2
#

� � �

�
1C

�n
n

�2
�
;

yn D

�
nC1

p
n �

nC2
p
2n � � � � �

2n
p
n2
� 1

logn
;

试研究序列 fxng与 fyng的收敛性, 并求其极限.
4. 计算下列各极限：

1) lim
x!0

loga.1C x/

x
; .0 < a ¤ 1/,

2) lim
x!0

ax � 1

x
; .a > 0/,

3) lim
x!0

np
1C ax �

mp
1C bx

x
,

4) lim
x!1

x
1

1�x ,

5) lim
x! �

2

.tan x/tan2x ,

6) lim
x!1

.1C sin�x/cot�x ,

7) lim
x!0

�
ax

1 C ax
2 C � � � C ax

n

n

� 1
x

; .ai > 0/,

8) lim
h!0

log.x C h/C log.x � h/ � 2 log x
h2

,

9) lim
x!˙1

�
sin

1

x
C cos

1

x

�x

,

10) lim
x!1

sinh x
x

,

11) lim
x!0

cosh 2x � 1

x2
,

12) lim
x!0

esin2x � esinx

tanh x
,

13) lim
x!0

sinh2 x

log.cosh 2x/
,

14) lim
x!1

�cosh �
x

cos �
x

�x2

.
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第六章 一元实值函数的导数

这一章我们介绍一元实值函数的导数概念. 研究了可导函数的基本性质及导数在函数的单调性、凸
凹性研究及不定型极限计算中的应用.

6.1 导数的定义

1. 概念的引入
在物理学中, 我们经常要研究质点的运动. 假设一质点M 在某一段时间 I 内的运动轨迹是一直线

l . 在 l 上取定一点 O 作为原点. 该质点在时刻 t 2 I 时相对于 O 的位置记为 f .t/ . 于是我们得到一函
数 f W I ! R,显然它描述了此质点M 在此直线 l 上的运动规律.

假设 t0; t 2 I . 则
f .t/ � f .t0/

t � t0
就是质点M 在 t0 与 t 时间间隔之内的平均速度. 当质点M 不是

作匀速运动时,
f .t/ � f .t0/

t � t0
就不是一个常值, 因此它不能反映质点在时刻 t0时的瞬时速度.

为了计算此质点在 t0时的瞬时速度, 自然我们应该让 t ! t0,即求下述形式的极限

lim
t!t0

f .t/ � f .t0/

t � t0
:

在自然科学的许多实际和理论问题中都涉及到类似这种形式的极限. 这种形式的极限就是下而我
们介绍的函数导数的概念.
从历史上看, 函数导数的概念本质上是由 Cauchy 在 1823 年首先是出来的. 下面我们就来介绍

Cauchy导数的定义.
2. 有限导数

定义 6.1
设 X � R是任一非空集合. a 2 X 是 X 的一聚点. f W X ! R是任一函数.

1. 我们称函数 f 在 a处可导, 如果极限

lim
x!a

f .x/ � f .a/

x � a

存在并且有限. 此极限称为 f 在 a处的导数. 记为 f 0.a/或
df .a/
dx

,因此

f 0.a/ D
df .a/
dx

D lim
x!a

f .x/ � f .a/

x � a
:

2. 我们称函数 f 在 a处右可导, 如果 a是 X 的右侧聚点, 并且右极限

lim
x!aC

f .x/ � f .a/

x � a

存在且有限. 此极限称为 f 在 a处的右导数, 记为 f 0
C .a/. 因此

f 0
C .a/ D lim

x!aC

f .x/ � f .a/

x � a
:

3. 我们称函数 f 在 a处左可导, 如果 a是 X 的左侧聚点, 并且左极限

lim
x!a�

f .x/ � f .a/

x � a



6.1 导数的定义

|

存在且有限. 此极限称为 f 在 a处的左导数, 记为 f 0
� .a/. 因此

f 0
� .a/ D lim

x!a�

f .x/ � f .a/

x � a

函数 f 在一点 a处的导数 f 0.a/除了具有上述的物理意义外, 还有它的明显的几何意义.
导数的几何意义在平面直角坐标系 fO； x; yg内, 我们用 � 表示函数 f 的曲线. M0.a; f .a//是

� 上的一定点, M.x; f .x//是 � 上的一动点. 联结M0 与M 的割线M0M 的斜率就是
f .x/ � f .a/

x � a
.

因此函数 f 在 a处可导, 表示割线M0M 当点M 沿 � 趋向于M0 时有极限直线 T 存在, 并且此极限
直线 T 的斜率等于 f 0.a/ . 我们称 T 为 � 在M0处的切线.

图 6.1

如果 f 在 a处右 (左)可导, 则我们称函数 f 的曲线 � 在M0.a, f .a/ )处有右 (左)切线 T
�
T 0
�
.

图 6.2

若 f 在 a处可导, 并且 f 0.a/ D 0,则曲线 � 在M0处的切线 T 平行于 x轴.

图 6.3

关于函数的导数与单侧导数之间的联系, 我们有下述定理.
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6.1 导数的定义

定理 6.1

~

设 f W X ! R是任一函数, a 2 X 是 X 的一个双侧聚点.f 在 a处可导的充分必要条件是：f 在

a处左、右可导, 并且 f 0
�.a/ D f 0

�
aC
�
. 这时

f 0
�.a/ D f 0

C.a/ D f 0.a/

证明 直接由定理4.1推出.
3. 可导性的另一表示法

定理 6.2

~

设 f W X ! R是任一函数, a 2 X 是 X 的一聚点. f 在 a处可导的充分必要条件是：存在一个

函数 ' W X ! R使得

1. f .x/ � f .a/ D '.x/.x � a/;8x 2 X ,
2. ' 在 a处连续,

这时 f 0.a/ D '.a/ .

证明 (必要性)设 f 在 a处可导, 于是由定义, 我们有

f 0.a/ D lim
x!a

f .x/ � f .a/

x � a

令

".x/ D
f .x/ � f .a/

x � a
� f 0.a/;8x 2 X � fag;

则 lim
x!a

".x/ D 0 . 我们定义函数 ' W X ! R如下：

'.x/ D f 0.a/C ".x/;8x 2 X � fag; '.a/ D f 0.a/:

则 ' 在 a处连续, 并且
f .x/ � f .a/ D '.x/.x � a/;8x 2 X;

f 0.a/ D '.a/:

(充分性)设存在满足定理条件 1)与 2)的函数 ' W X ! R,那么
f .x/ � f .a/

x � a
D '.x/;8x 2 X � fag

由 ' 在 a处的连续性推得

lim
x!a

f .x/ � f .a/

x � a
D lim

x!a
'.x/ D '.a/

此即表明 f 在 a处可导, 并且 f 0.a/ D '.a/ .

推论 6.1

~
若函数 f W X ! R在 a处可导, 则 f 在 a处连续.

证明 因为 f 在 a处可导, 故存在函数 ' W X ! R使得

f .x/ � f .a/ D '.x/.x � a/;8x 2 X; ' 在 a 处连续 :

令 x ! a立即得到

lim
x!a

f .x/ D f .a/;
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6.1 导数的定义

因此 f 在 a处连续.
注我们可以把定理6.2当作函数 f 在 a处可导的定义, Carathéodory在他的著作 (Theory of Functions of
a Complex Variable,vol.1 Chelsera,New York,1954)中就是这样定义函数可导及导数的. 我们可以称他的
定义为 Carathéodory导数定义以区别于 Cauchy导数定义.

由于
f .x/ � f .a/

x � a
D '.x/正是联结函数 f 的曲线 � 上两点 .a, f .a/ )与 .x; f .x//的割线的斜率,

故 Carathéodory导数定义强调了此割线以连续方式接近 � 在 .a; f .a//处的切线.
另一方面, Carathéodory导数定义正像上述推论所指出的, 深刻揭示了在一点可导的函数的重要内

在性质——函数在可导点处连续.
以后我们将看到, 利用定理 6.2或Carathéodory导数定义证明微分学的许多重要定理要比按Cauchy

导数定义去证明更方便, 论述更简洁.
下面我们有几个可导函数的例子.

例题 6.1 证明：8n 2 N,幂函数 x 7�! f .x/ D xn; x 2 R在任一点 a 2 R处可导, 并且

f 0.a/ D nan�1:

事实上, 由于 8x 2 R,

xn
� an

D .x � a/
�
xn�1

C xn�2aC � � � C xan�2
C an�1

�
:

所以对 x ¤ a,
xn � an

x � a
D xn�1

C xn�2aC � � � C xan�2
C an�1:

从而

lim
x!a

xn � an

x � a
D lim

x!a

�
xn�1

C xn�2aC � � � C xan�2
C an�1

�
D nan�1:

因此 f 在 a处可导, 并且
f 0.a/ D nan�1

例题 6.2设函数 f W R ! R定义如下：

f .x/ D

8<: xp sin
1

x
; x ¤ 0

0; x D 0
.p > 1/

证明：f 在 x D 0处可导, 并且 f 0.0/ D 0 .
事实上, 8x ¤ 0,

lim
x!0

f .x/ � f .0/

x
D lim

x!0
xp�1 sin

1

x
D 0

因此 f 在 x D 0处可导, 并且
f 0.0/ D 0

例题 6.3证明：函数 x 7�! f .x/ D jxj; x 2 R在 x D 0处左、右可导, 但在 x D 0处不可导.
事实上, 这时我们有

lim
x!0�

f .x/ � f .0/

x � 0
D lim

x!0�

�x

x
D �1;

lim
x!0C

f .x/ � f .0/

x � 0
D lim

x!0C

x

x
D 1:

故 f 在 x D 0处左、右可导, 并且 f 0
� .0/ D �1; f 0

C .0/ D 1 .
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6.1 导数的定义

由于 f 0
C .0/ ¤ f 0

� .0/, 故 f 在 x D 0处不可导.
4. 无穷大导数

定义 6.2

|

设 f W X ! R是任一函数, a 2 X 是 X 的一聚点, 我们称 f 在 a处有正 (负)无穷大导数, 记为
f 0.a/ D C1.�1/,如果

lim
x!a

f .x/ � f .a/

x � a
D C1.�1/

类似地, 我们可以定义下述四种类型的正负无穷大导数：

f 0
C.a/ D C1; f 0

C.a/ D �1;

f 0
�.a/ D C1; f 0

�.a/ D �1:

例题 6.4证明：对符号函数 x 7�! sgn.x/; x 2 R有

sgn0
C .0/ D C1; sgn0

� .0/ D C1:

事实上,
lim

x!0C

sgn.x/ � sgn.0/
x � 0

D lim
x!0C

1 � 0

x
D C1

lim
x!0�

sgn.x/ � sgn.0/
x � 0

D lim
x!0�

�1 � 0

x
D C1

例题 6.5证明：对函数 x 7�! f .x/ D x
2
3 ; x 2 R有

f 0
C .0/ D C1; f 0

� .0/ D �1:

事实上

lim
x!0C

f .x/ � f .0/

x � 0
D lim

x!0C

x
2
3

x
D lim

x!0C

1

x
1
3

D C1;

lim
x!0�

f .x/ � f .0/

x � 0
D lim

x!0�

x
2
3

x
D lim

x!0�

1

x� 1
3

D �1:

因此 f 0
C .0/ D C1; f 0

� .0/ D �1 .

图 6.4

5. 导函数与高阶导数

定义 6.3
设 f W X ! R是任一函数, Y � X 且 Y ¤ ∅ .

1. 若 f 在 Y 的每一点 x处可导, 则我们称 f 在 Y 上可导. 函数 f 0
W Y ! R,它定义为�

f 0
�
.x/ D f 0.x/;8x 2 Y;

177



6.1 导数的定义

|

称为 f 在 Y 上的导函数.
2. 若 f 在 Y 上可导, 并且导函数 f 0 在 Y 上连续, 则我们称 f 在 Y 上连续可导, 或称 f 在

Y 上是 C 1类的.

例题 6.6 设 I � R是任一区间. f W I ! R是任一连续函数. a 2 I 是一固定点. 证明：f 的积分函数

x 7�! F 0.x/ D

ˆ x

a

f .t/dt; x 2 I 在 I 上是 C 1类的, 并且

F 0.x/ D f .x/;8x 2 I:

事实上, 任取 x0 2 I . 由第一积分中值公式

F.x/ � F .x0/ D

ˆ x

x0

f .t/dt D f .�x/ .x � x0/ ;8x 2 I;

这里 �x 介于 x0与 x之间. 于是 �x ! x0 .x ! x0/ .
令 '.x/ D f .�x/ ; x 2 I ,则函数 ' W I ! R在 x0处连续, ' .x0/ D f .�x0

/ D f .x0/ . 并且

F.x/ � F .x0/ D '.x/ .x � x0/ ;8x 2 I:

因此 F 在 x0处可导, 并且 F 0 .x0/ D f .x0/ .
由 r0 的任意性加 F 在 I 上可导, 并且 F 的导函数 F 0

D f . 由于 f 在 I 上连续, 故 F 在 I 上是

C 1类的.
例题 6.7 考虑自然对数函数

x 7! log x D

ˆ x

1

1

t
dt; x 2 RC

� :

由于函数 x 7�!
1

x
; x 2 RC

� 在 RC
� 上连续, 故由例 6.6知, 自然对数函数 log在 RC

� 上是 C 1类的, 并且

log0.x/ D
1

x
;8x 2 RC

� :

定义 6.4
设 f W X ! R是任一函数, a 2 X .

1. 若存在 ı > 0,使得 f 在 Y D X \ B.a; ı/上可导, 并且 f 在 Y 上的导函数 f 0
W Y ! R在

a处可导, 则我们称函数 f 在 a处二次可导, f 0 在 a处的导数称为 f 在 a处的二阶导数,
记为

f 00.a/ 或
d2f .a/

dx2
:

现在假设 f 在 Y 上的每一点 x 处的 n � 1阶导数 f .n�1/.x/或
dn�1f .x/

dxn�1
已经定义, 如果

函数 x 7�! f .n�1/.x/; x 2 Y (称为 f 在 Y 上的 n� 1阶导函数, 记为 f .n�1/ )在 a处可导,
则我们称 f 在 a处 n次可导, f .n�1/在 a处的导数称为 f 在 a处的 n阶导数, 记为

f .n/.a/ 或
dnf .a/

dxn
:

是

f .n/.a/ D

�
f .n�1/

�0

.a/:

2. 若 f 在 X 的每一点 x处 n次可导, 则我们称 f 在 X 上 n次可导.
3. 若 f 在 X 上 n次可导, 并且 f 的 n阶导函数 f .n/ 在 X 上连续, 则我们称 f 在 X 上是 n
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|

次连续可导的, 或称 f 在 X 上是 Cn类的.
4. 若 8n 2 N,函数 f 在 X 上是 C n类的, 则我们称 f 在 X 上是 C1类的.

例题 6.8证明：对例6.1的幂函数 x 7�! f .x/ D xn; x 2 R.n 2 N/有：

1. 8k ⩽ n; f .k/.x/ D n.n � 1/ � � � .n � k C 1/xn�k.8x 2 R/.
2. 8k > n; f .k/.x/ D 0.8x 2 R/.

因此 f 在 R上是 C1类的.
事实上, 当 k D 1时 f 0.x/ D nxn�1,结论 1)成立.
假设当 k < n时结论 1)正确, 那么当 k C 1 ⩽ n时, 我们有

f .k/.y/ � f .k/.x/

y � x
D

n.n � 1/ � � � .n � k C 1/
�
yn�k � xn�k

�
y � x

D n.n � 1/ � � � .n � k C 1/.yn�k�1
C yn�k�2x C � � � C xn�k�1/;

lim
y!x

f .k/.y/ � f .k/.x/

y � x
D n.n � 1/ � � � .n � k C 1/ lim

y!x
.yn�k�1

C yn�k�2x C � � � C xn�k�1/

D n.n � 1/ � � � .n � k C 1/.n � k/xn�k�1:

此即表明 f .kC1/.x/存在, 并且 f .kC1/.x/ D n.n� 1/ � � � .n� k/xn�k�1因此结论 1)成立. 结论 2)显然.
因为 f .n/.x/ D nŠ,从而 8k > n; f .k/.x/ � 0 . 于是 f 在 R上是 C1类的.
作为这一节的结束, 我们介绍一下一元复值函数的导数.
6. 一元复值函数的导数
设 X � R; f W X ! C是任一复值函数. 令

f .x/ D f1.x/C if2.x/;8x 2 X:

于是 f1; f2 W X ! R是两个一元实值函数.

定义 6.5

|

f; f1; f2如上所述

1. 我们称 f 在 x 2 X 处可导, 如果 f1; f2 在 x 处可导, 并且这时 f 在 x 处的导数 f 0.x/,定
义为

f 0.x/ D f 0
1.x/C if 0

2.x/:

2. 我们称 f 在 X 上可导, 如果 f 在 X 上的每一点处可导.
3. 我们称 f 在 X 上是 C n类的 .n ⩾ 1/,如果 f1; f2在 X 上是 C n类的.
4. 我们称 f 在 X 上是 C1类的, 如果 8n 2 N; f 在 X 上是 C1类的.
由上述定义可知, 若 f 在 X 上是 C n类的, 则

f .n/.x/ D f
.n/

1 .x/C if .n/
2 .x/;8x 2 X:

K�习题 6.1k

1. 考虑 Dirichlet函数 x 7�! D.x/ D

8<:1; x 2 Q;

0; x 2 Qc :
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1) 证明：D在 R的任一点 x处都不可导.
2) 证明：函数 x 7! g.x/ D x2D.x/; x 2 R只在 x D 0处可导, 并且 g0.0/ D 0.

2. 设 a 2 R,并且 a > 0. 证明：函数 x 7! jxj
a; x 2 R在 x D 0处可导的充分必要条件是 a > 1.

3. 设函数 f; g; h W X ! R在点 a 2 X 处满足下述条件：

1) f .a/ D g.a/ D h.a/; f 0.a/ D g0.a/；

2) f .x/ ⩽ h.x/ ⩽ g.x/; 8x 2 X .
证明：h在 a处可导, 并且 h0.a/ D f 0.a/ D g0.a/.

4. 设 a; b 2 R, 考虑函数：

x 7�! f .x/ D

(
x2; x ⩾ x0；

ax C b; x < x0;

试选择常数 a与 b, 使得 f 在 x0处可导.
5. 证明：函数

x 7�! f .x/ D

8̂<̂
:x

2
ˇ̌̌
sin

�

x

ˇ̌̌
; x ¤ 0

0; x D 0

在 x D 0的任何邻域内都有不可导的点. 但在 x D 0处可导, 且 f 0.0/ D 0.
6. 设 I � R 是一开区间, 0 2 I , 函数 f W I ! R 在 x D 0 处连续, 且 f .0/ D 0. 证明：若

lim
x!0

f .2x/ � f .x/

x
D A 2 R;则 f 在 x D 0处可导, 且 f 0.0/ D A.

7. 设 f W I ! R是任一函数, a 2 I 是一内点, 使得 B.a; ı/ � I . 令 H D fh 2 R j jhj < ıg. 如果存
在函数 ' W H ! R使得：

1) f .aC h/ � f .a � h/ D '.h/ � 2h; 8h 2 H；

2) ' 在 h D 0处连续.
则称 '.0/为函数 f 在 a处的对称导数, 记作 f 0

s .a/ D '.0/.
1) 证明：若 f 在 a处的左、右导数存在, 则 f 在 a处的对称导数存在.
2) 证明：函数

x 7�! f .x/ D

8̂<̂
:x sin

1

x
; x ¤ 0；

0; x D 0

在 x D 0处有对称导数存在, 但在 x D 0处的左、右导数都不存在.
8. 设函数 f W Œa; b� ! R 在 Œa; b/ 的每一点 x 处有右导数 f 0

C.x/ 存在. 证明：存在一个开区间
.˛; ˇ/ � .a; b/, 使得 f 在 .˛; ˇ/上连续.

9. 证明：函数 f W R ! R,

f .x/ D

8̂<̂
:x

2n sin
1

x
; x ¤ 0;

0; x D 0

在 x D 0处 f 0.0/; f 00.0/; � � � ; f .n/.0/存在, 但 f .nC1/.0/不存在.
10. 设函数 f W R ! R定义如下：

f .x/ D

8<:x
n; x > 0;

0; x ⩽ 0
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证明：f 在 R上 n � 1次可导, 但 f 在 x D 0处不是 n次可导的.
11. 设 f W Œa; b� ! R是任一 C 1类函数, 且 f .a/ D 0. 试利用定积分的 Cauchy积分不等式证明：ˆ b

a

f 2.x/dx ⩽ .b � a/2

2

ˆ b

a

Œf 0.x/�2 dx:

12. 设函数 f W Œa; b� ! R可导, 导函数 f 0
W Œa; b� ! R在 Œa; b�上可积. 令

Sn D
b � a

n

nX
kD1

f

�
aC .k � 1/

b � a

n

�
f 0

�
aC k

b � a

n

�
:

试计算极限 lim
n!C1

Sn.

13. 设 ˛; ˇ 2 R, 令
E.˛; ˇ/ D

˚
f 2 C 1.Œa; b�;R/ j f .a/ D ˛; f .b/ D ˇ

	
:

f0 是 E.˛; ˇ/中的仿射映射, 即 f0.x/ D Ax C B . 试对 f0 与 f 2 E.˛; ˇ/应用 Cauchy积分不等
式证明：

8f 2 E.˛; ˇ/;

ˆ b

a

Œf 0.x/�2 dx ⩾
ˆ b

a

Œf 0
0.x/�

2 dx:

6.2 导数的计算

首先我们介绍导数计算的一般法则.
1. 导数计算的一般法则

定理 6.3

~

设函数 f; g W X ! R在 a 2 X 处可导. 则
1. 8˛; ˇ 2 R,函数 f̨ C ˇg； X ! R在 a处可导, 并且

. f̨ C ˇg/0.a/ D f̨ 0.a/C ˇg0.a/:

2. 函数 fg W X ! R在 a处可导, 并且

.fg/0.a/ D f 0.a/g.a/C f .a/g0.a/:

3. 当 g.a/ ¤ 0时, 存在 ı > 0使得函数
f

g
W X \ B.a; ı/ ! R在 a处可导, 并且�

f

g

�0

.a/ D
f 0.a/g.a/ � f .a/g0.a/

g2.a/
:

证明 因为 f; g在 a处可导, 故根据定理6.2知, 存在函数 '; W X ! R使得

i) f .x/ � f .a/ D '.x/.x � a/; g.x/ � g.a/ D  .x/.x � a/, 8x 2 X；

ii) '; 在 a处连续, '.a/ D f 0.a/;  .a/ D g0.a/ .
于是 8˛; ˇ 2 R;8x 2 R我们有

. f̨ C ˇg/.x/ � . f̨ C ˇg/.a/ D aŒf .x/ � f .a/�C ˇŒg.x/ � g.a/� D Œ˛'.x/C ˇ .x/�.x � a/;

.fg/.x/ � .fg/.a/ D Œf .x/ � f .a/�g.x/C f .a/Œg.x/ � g.a/� D Œ'.x/g.x/C f .a/ .x/�.x � a/:

若我们令：8x 2 X

h.x/ D ˛'.x/C ˇ .x/; k.x/ D '.x/g.x/C f .a/ .x/;
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则函数 h; h W X ! R在 a处连续, 并且

. f̨ C ˇg/.x/ � . f̨ C ˇg/.a/ D h.x/.x � a/;8x 2 X;

.fg/.x/ � .fg/.a/ D k.x/.x � a/;8x 2 X:

因此根据定理6.2知, 函数 f̨ C ˇg; fg在 a处可导, 并且

. f̨ C ˇg/0.a/ D h.a/ D ˛'.a/C ˇ .a/ D f̨ 0.a/C ˇg0.a/

.fg/0.a/ D k.a/ D '.a/g.a/C f .a/ .a/ D f 0.a/g.a/C f .a/g0.a/

最后由于 g.a/ ¤ 0,故由 g在 a处的连续性知, 存在 ı > 0,使得 g.x/ ¤ 0;8x 2 X \B.a; ı/ . 于是
f

g
.x/ �

f

g
.a/ D

f .x/g.a/ � f .a/g.x/

g.a/g.x/

D
Œf .x/ � f .a/�g.a/ � f .a/Œg.x/ � g.a/�

g.a/g.x/

D
Œ'.x/g.a/ � f .a/ .x/�

g.a/g.x/
.x � a/;8x 2 X \ B.a; ı/:

令 s.x/ D
'.x/g.a/ � f .a/ .x/

g.a/g.x/
;8x 2 X \ B.a; ı/,则函数 s W X \ B.a; ı/ ! R在 a处连续, 并且

f

g
.x/ �

f

g
.a/ D s.x/.x � a/;8x 2 X \ B.a; ı/:

因此函数
f

g
W X \ B.a; ı/ ! R在 a处可导, 并且�

f

g

�0

.a/ D s.a/ D
'.a/g.a/ � f .a/ .a/

g.a/2
D
f 0.a/g.a/ � f .a/g0.a/

g2.a/

例题 6.9证明：对函数 x 7�! xn; x 2 R � f0g; .n 2 Z � f0g/,�
xn
�0

D nxn�1:

事实上, 若 n 2 N,则在 § 1例6.1中已证�
xn
�0

D nxn�1:

若 n 2 �N,则 �n 2 N,由上述定理知�
xn
�0

D

�
1

x�n

�0

D
10 � x�n � 1 � .x�n/0

x�2n
D

�.�n/x�n�1

x�2n
D nxn�1

定理 6.4 (复合函数的导数)

~

设函数 f W X ! R与函数 g W Y ! R满足下述条件：

1. a是 Z D X \ f �1.Y /的聚点.
2. f 在 a 2 X 处可导, g在 b 2 Y 处可导, 且 b D f .a/则复合函数 g ı f W Z ! R在 a处可

导, 并且
.g ı f /0.a/ D g0.b/ � f 0.a/

证明 由于 f 在 a处可导, g在 b处可导, 故存在函数 ' W X ! R及函数  W Y ! R使得

i) f .x/ � f .a/ D '.x/.x � a/8x 2 X； ' 在 a处连续, '.a/ D f 0.a/ .
ii) g.y/ � g.b/ D  .y/.y � b/;8y 2 Y；  在 b处连续,  .b/ D g0.b/ .
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于是 8x 2 Z D X \ f �1.Y /,

g ı f .x/ � g ı f .a/ D g.f .x// � g.f .a//

D  .f .x//Œf .x/ � f .a/�

D  .f .x//'.x/.x � a/

D . ı f / � '.x/.x � a/;

由于函数 . ı f /' W Z ! R在 a处连续, 故由定理 6.2知 g ı f 在 a处可导, 并且

.g ı f /0.a/ D . ı f / � '.a/ D  .f .a// � '.a/ D g0.b/ � f 0.a/:

定理 6.5 (反函数的导数)

~

设 X; Y � R是两个非空集合, f W X ! Y 与 f �1
W Y ! X 互为反函数, a 2 X; b D f .a/ 2 Y ,

此外还假设

1. f 在 a处可导, 并且 f 0.a/ ¤ 0；

2. f �1在 b处连续, 则 f �1在 b处可导, 并且�
f �1

�0
.b/ D

1

f 0.a/
:

证明 首先由于 f 是可逆的, 并且 a是 X 的聚点, 故 b D f .a/是 Y 的聚点. 由假设 f 在 a处可导知,
存在函数 ' W X ! R使得

1. f .x/ � f .a/ D '.x/.x � a/;8x 2 X；

2. ' 在 a处连续, 并且 '.a/ D f 0.a/ .
由于 '.a/ ¤ 0,不失一般性, 我们可以假设 8x 2 X; '.x/ ¤ 0 .

现在令 x D f �1.y/.8y 2 Y /,则 '
�
f �1.y/

�
¤ 0;8y 2 Y . 并且

f
�
f �1.y/

�
� f

�
f �1.b/

�
D '

�
f �1.y/

� �
f �1.y/ � f �1.b/

�
或

f �1.y/ � f �1.b/ D
1

'
�
f �1.y/

�.y � b/;8y 2 Y:

由于 f �1 在 b 处连续, 故函数 ' ı f �1
W Y ! R在 b 处连续, 根据定理6.2知, f �1 在 b 处可导,

并且 �
f �1

�0
.b/ D

1

'
�
f �1.b/

� D
1

'.a/
D

1

f 0.a/

注如果我们预先知道 f 的反函数 f �1在 b D f .a/处可导, 那么由恒等式

f �1
ı f .x/ D idX .x/;8x 2 X;

分别对等式两边的函数求在 a处的导数, 根据定理6.4, 我们得到�
f �1

�0
.b/ � f 0.a/ D 1:

若 f 0.a/ ¤ 0,则
�
f �1

�0
.b/ D

1

f 0.a/
.
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定理 6.6 (Leibniz公式)

~

设函数 f; g W X ! R在 a 2 X 处 n次可导, 则函数 fg W X ! R在 a处 n次可导, 并且

.fg/.n/.a/ D f .n/.a/g.a/C C 1
nf

.n�1/.a/g0.a/

C C 2
nf

.n�2/.a/g00.a/C � � � C C k
n f

.n�k/.a/g.k/.a/

C � � � C C n�1
n f 0.a/g.n�1/.a/C f .a/g.n/.a/

证明 我们对 n用数学归纳法证明.
当 n D 1时, 上述公式化为 .fg/0.a/ D f 0.a/g.a/C f .a/g0.a/这就是定理6.3的 2 ).
现在假设当 n D m时 Leibniz公式成立, 那么当 n D mC 1时, 我们有

.fg/.mC1/.a/ D

h
.fg/.m/

i0

.a/

D

�
f .m/g

�0

.a/C C 1
m

�
f .m�1/g0

�0

.a/C C 2
m

�
f .m�2/g00

�0

.a/

C � � � C C k�1
m

�
f .m�kC1/g.k�1/

�0

.a/C C k
m

�
f .m�k/g.k/

�0

.a/

C � � � C

�
fg.m/

�0

.a/

Df .mC1/.a/g.a/C f .m/.a/g0.a/

C C 1
mf

.m/.a/g0.a/C C 1
mf

.m�1/.a/g00.a/

C C 2
mf

.m�1/.a/g00.a/C C 2
mf

.m�2/.a/g000.a/C � � �

C C k�1
m f .m�kC2/.a/g.k�1/.a/C C k�1

m f .m�kC1/.a/g.k/.a/

C C k
mf

.m�kC1/.a/g.k/.a/C C k
mf

.m�k/.a/g.kC1/.a/

C � � � C f 0.a/g.m/.a/C f .a/g.mC1/.a/

Df .mC1/.a/g.a/C
�
C 0

m C C 1
m

�
f .m/.a/g0.a/

C
�
C 1

m C C 2
m

�
f .m�1/.a/g00.a/

C � � � C

�
C k�1

m C C k
m

�
f .m�kC1/.a/g.k/.a/

C � � � C f .a/g.mC1/.a/

Df .mC1/.a/g.a/
C C 1

mC1f
.m/.a/g0.a/

C C 2
mC1f

.m�1/.a/g00.a/C � � � C C k
mC1f

.m�kC1/.a/g.k/.a/

C � � � C f .a/g.mC1/.a/

(这里我们舦用了组合公式 C k�1
m C C k

m D C k
mC1;8k D 1; � � � ; m/:此即表明 n D mC 1时, Leibniz

公式成立. 由归纳法知, 8n 2 N, Leibniz公式成立.
作为导数计算法则的应用, 我们下面来计算基本初等函数的导数.
2. 基本初等函数的导数
1)三角函数的导数
x 7�! sin x; x 2 R的导数 8a 2 R,由于

sin x � sin a D 2 sin
x � a

2
cos

x C a

2
;8x 2 R;
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故

lim
x!a

sin x � sin a
x � a

D lim
x!a

2
sin x�a

2

x � a
cos

x C a

2

D lim
x!a

sin x�a
2

x�a
2

lim
x!a

cos
x C a

2

D cos a:

因此正弦函数 x 7�! sin x; x 2 R在 a处可导, 并且 sin0.a/ D cos a . 由 a的任意性我们得到

sin0 x D cos x;8x 2 R:

x 7�! cos x; x 2 R的导数由于

cos x D sin
��
2

� x
�
;8x 2 R:

故由定理 6.4知, 余弦函数 x 7�! cos x; x 2 R在任一点 x处可导, 并且

cos0.x/ D sin0
��
2

� x
�

�

��
2

� x
�0

D cos
��
2

� x
�

� .�1/ D � sin x:

因此

cos0 x D � sin x;8x 2 R:

x 7�! tan x; x 2 R �

n
k� C

�

2

ˇ̌̌
k 2 Z

o
的导数由于

tan x D
sin x
cos x

;8x 2 R �

n
k� C

�

2

ˇ̌̌
k 2 Z

o
;

故由定理6.3知正切函数 x 7�! tan x; x 2 R�

n
k� C

�

2

ˇ̌̌
k 2 Z

o
在任一点 x 2 R�fk� C

�

2

ˇ̌̌
k 2 Z

o
处可导, 并且

tan0 x D
sin0 x cos x � cos0 x sin x

cos2 x
D

cos2 x C sin2 x

cos2 x
D

1

cos2 x

因此

tan0 x D
1

cos2 x
;8x 2 R �

n
k� C

�

2
; k 2 Z

o
:

x 7�! cot x; x 2 R � fk� j k 2 Zg的导数由于

cot x D
cos x
sin x

;8x 2 R � fk� j k 2 Zg

故由定理6.3知余切函数 x 7�! cot x; x 2 R � fk� j k 2 Zg在任一点 x 2 R � fk� j k 2 Zg处可导, 并且

cot0 x D
cos0 x sin x � sin0 x cos x

sin2 x
D

� sin2 x � cos2 x

sin2 x
D �

1

sin2 x
:

因此

cot0 x D �
1

sin2 x
;8x 2 R � fk� j k 2 Zg

2)反三角函数的导数
x 7�! arcsin x; x 2 Œ�1; 1�的导数由于 sin W

h
�
�

2
;
�

2

i
�! Œ�1; 1�与 arcsin W Œ�1; 1� �!

h
�
�

2
;
�

2

i
互为反函数, 并且 8y 2 .�

�

2
;
�

2
/; sin0 y D cosy > 0, 故由反函数求导法则知, 反正弦函数 x 7�!

arcsin x; x 2 Œ�1; 1�在任一点 x 2 .�1; 1/处可导, 并且

arcsin 0x D
1

sin0.arcsin x/
D

1

cos.arcsin x/
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6.2 导数的计算

另一方面, 由于
cos.arcsin x/ D

q
1 � sin2.arcsin x/ D

p
1 � x2:

因此

arcsin0 x
1

p
1 � x2

;8x 2 .�1; 1/

x 7�! arccos x; x 2 Œ�1; 1�的导数由于

arccos x C arcsin x D
�

2
;8x 2 Œ�1; 1�;

因此反余弦函数 x 7�! arccos x; x 2 Œ�1; 1�在任一点 x 2 .�1; 1/处可导, 并且

arccos0 x C arcsin0 x D 0

因此

arccos0 x D �
1

p
1 � x2

8x 2 .�1; 1/

x 7�! arctan x; x 2 R的导数由于

tan W .�
�

2
;
�

2
/ ! R与 arctan W R �! .�

�

2
;
�

2
/

互为反函数, 并且 8y 2 .�
�

2
;
�

2
/; tan0 y D

1

cos2 y
> 0, 故由反函数求导法则知, 反正切函数 x 7�!

arctan x; x 2 R在任一点 x 2 R处可导, 并且

arctan x D
1

tan0.arctan x/
D

1

1= cos2.arctan x/

D
1

1C tan2.arctan x/
因此

arctan0 x D
1

1C x2
;8x 2 R:

x 7�! arccot x; x 2 R的导数由于

arctan x C arccot x D
�

2
;8x 2 R;

故反余切函数 x 7�! arccot x; x 2 R在任一点 x 2 R处可导, 并且

arctan0 x C arccot0 x D 0

因此

arccot0 x D �
1

1C x2
;8x 2 R:

3)对数函数的导数
在 §1例6.7中我们已经计算了自然对数函数 x �! log x; x 2RC

� 在任一点 x 2 RC
� 处的导数为

log0 x D
1

x

因此以 a.0 < a ¤ 1/为底的对数函数 x 7! loga x; x 2 R�
�在任一点 x 2 R处可导, 并且其导数为

log0
a x D

1

log a
log0 x D

1

x log a
因此

log0 x D
1

x
; log0

a x D
1

x log a
;8x 2 RC

� :
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6.2 导数的计算

4)指数函数的导数
由于自然对数函数 y 7�! logy; y 2 RC

� 与以 e为底的指数函数 x 7�! ex; x 2 R互为反函数, 并且

8y 2 RC
� ; log

0 y D
1

y
> 0,故由反函数的求导法则知, 指数函数 x 7�! ex; x 2 R在任一点 x 2 R处可

导, 并且 �
ex
�0

D
1

log0 .ex/
D

1
1
ex

D ex

从而以 a为底的指数函数 x 7�! ax; x 2 R在任一点 x 2 R处也可导, 并且�
ax
�0

D
�
ex loga

�0
D ex loga; .x log a/0 D ax log a:

因此 �
ex
�0

D ex;
�
ax
�0

D ax log a;8x 2 R:

5 )幂函数的导数
当 n 2 Z时, 我们在前面已经证明了

i) n 2 N时,
�
xn
�0

D nxn�1;8x 2 R .
ii) n 2 �N时,

�
xn
�0

D nxn�1;8x 2 R � f0g .
iii) n D 0时,

�
xn
�0

D 0;8x 2 R � f0g .
当 ˛ 2 R � Z时, 由幂函数 x 7�! xn; x 2 RC

� 的定义可知, 它在任一点 x 2 RC
� 处可导, 并且�

xa
�0

D
�
ea log x

�0
D ea log x � .˛ log x/0 D ˛xa�1

因此 �
xa
�0

D axa�1;8x 2 RC
�

6)双曲函数的导数
根据双曲函数的定义及指数函数的求导公式, 直接计算得到

sinh0 x D cosh x; 8x 2 R:

cosh0 x D sinh x; 8x 2 R:

tanh0 x D
1

cosh2 x
D 1 � tanh2 x; 8x 2 R:

coth0 x D �
1

sinh2 x
D 1 � coth2 x;8x 2 R � f0g

7)反双曲函数的导数
由于

arsinh x D log
�
x C

p
x2 C 1

�
;8x 2 R;

arcosh x D log
�
x C

p
x2 � 1

�
;8x 2 Œ1;C1/;

artanh x D
1

2
log

�
1C x

1 � x

�
;8x 2 .�1; 1/;

arcoth x D
1

2
log

�
x C 1

x � 1

�
;8x 2 .�1;�1/ [ .1;C1/:
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6.2 导数的计算

故直接计算得到

arsinh0 x D
1

p
1C x2

;8x 2 R;

arcosh0 x D
1

p
x2 � 1

;8x 2 .1;C1/;

artanh0 x D
1

1 � x2
;8x 2 .�1; 1/;

arcoth0 x D
1

1 � x2
;8x 2 .�1;�1/ [ .1;C1/:

注附注从上面各函数的导数公式可以看出, 这七类基本初等函数在各自定义域上都是 C1类的.
下面我们应用基本初等函数的导数公式及导数计算的一般法则来计算一些更复杂的初等函数的导

数.
例题 6.10计算函数 x 7�! f .x/ D e2x

�
x2

� x C 2
�
; x 2 R在任一点 x 2 R处的导数.

事实上, 我们有
f 0.x/ D

�
e2x

�
x2

� x C 2
��0

D
�
e2x

�0 �
x2

� x C 2
�

C e2x
�
x2

� x C 2
�0

D e2x.2x/0
�
x2

� x C 2
�

C e2x.2x � 1/

D e2x
�
2x2

� 2x C 4
�

C e2x.2x � 1/

D e2x
�
2x2

C 3
�

例题 6.11假设函数
x 7�! f .x/ D arcsin

�
sin x2

�
C arccos

�
cos x2

�
; x 2 R:

1. 指出此函数在哪些 x处可导.
2. 计算此函数在这些可导点处的导数.
首先由于公式

arcsiny D
1p
1 � y2

; arccos0 y D �
1p
1 � y2

只对 y 2 .�1; 1/成立, 故下述两个等式

arcsin0
�
sin x2

�
D

1q
1 �

�
sin x2

�2
arccos0

�
cos x2

�
D �

1q
1 �

�
cos x2

�2
同时成立, 当且仅当 x2

¤
k�

2
; k D 0; 1; 2; � � �
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6.2 导数的计算

因此上述函数只在 x2
D
k�

2
.k D 0; 1; 2; � � � � � � /的 x处可导, 并且在这些 x处

f 0.x/ D
�
arcsin

�
sin x2

�
C arccos

�
cos x2

��0
D
�
arcsin

�
sin x2

��0
C
�
arccos

�
cos x2

��0
D arcsin 0

�
sin x2

�
�
�
sin x2

�0
C arccos 0

�
cos x2

�
�
�
cos x2

�0
D

1q
1 �

�
sin x2

�2 � cos x2
�
�
x2
�0

�
1q

1 �
�
cos x2

�2 �
�
� sin x2

�
�
�
x2
�0

D
2x cos x2ˇ̌
cos x2

ˇ̌ C
2x sin x2ˇ̌
sin x2

ˇ̌
D2x

�
sgn

�
cos x2

�
C sgn

�
sin x2

��
例题 6.12计算函数 x 7�! f .x/ D arctan.tanh x/; x 2 R在任一点 x 2 R处的导数.

事实上, 此函数在 R的任一点 x处可导, 并且

f 0.x/ D Œarctan.tanh x/�0

D arctan0.tanh x/ � .tanh x/0

D
1

1C tanh2 x
�
�
1 � tanh2 x

�
D
1 � tanh2 x

1C tanh2 x

例题 6.13假设函数 f W X ! R在 X 上可导, 并且 8x 2 X , f .x/ ¤ 0,证明：

.log jf .x/j/0 D
f 0.x/

f .x/
;8x 2 X:

实数
f 0.x/

f .x/
称为函数 f 在 x处的对数导数.

事实上, 我们首先证明函数 y 7! log jyj; y 2 R � f0g在 R-{0}上可导,这是因为
在 RC

� 上, log jyj D logy,因此

.log jyj/0 D log0 y D
1

y
:

在 RC
� 上, log jyj D log.�y/,因此

.log jyj/0 D .log.�y//0 D
1

�y
.�y/0 D

1

y
:

另一方面, f 在 X 上可导, 并且 f ¤ 0,故由定理 6.4知函数 x 7! log jf .x/j; x 2 X 在 X 上可导,
并且 �

log jf .x/jf 0
D .log jyj/0 � f 0.x/.y D f .x//

D
f 0.x/

f .x/
:

例题 6.14设 u W X ! R; v W X ! R是两个在 X 上可导的函数, 并且 u > 0 .
1. 证明：幂指函数 x 7�! f .x/ D u.x/v.x/; x 2 X 在 X 上可导.
2. 计算幂指函数 f 在任一点 x 2 X 处的导数.
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6.2 导数的计算

事实上, 由于
f .x/ D ev.x/ logu.x/;8x 2 X;

故由对数函数、指数函数的可导性及定理6.4知, 幂指数函数 f 在 X 上可导, 并且

f 0.x/ D

�
ev.x/ logu.x//0

D ev.x/ logu.x/
� Œv.x/ logu.x/�0

D u.x/v.x/
�

�
v0.x/ logu.x/C v.x/ �

u0.x/

u.x/

�
�

例如, 设 f .x/ D xcosx; x 2 RC
� . 则

f 0.x/ D
�
ecosx logx

�0
D ecosx logx

� .cos x log x/0

D xcosx
�
� sin x log x C

cos x
x

�0

:

例题 6.15证明下列各等式：
1.
�
ex
�.n/

D ex ；

2. sin.n/ x D sin
�
x C

n�

2

�
； .8n 2 N;8x 2 R/

3. cos.n/ x D cos
�
x C

n�

2

�
.

事实上, 由于
�
ex
�0

D ex ,所以 �
ex
�.n/

D ex;8n 2 N;8x 2 R:

其次, 由于
sin0 x D cos x D sin

�
x C

�

2

�
sin00 x D

h
sin
�
x C

�

2

�i0

D cos
�
x C

�

2

�
D sin

�
x C

2�

2

�
现在假设

sin.k/ x D sin
�
x C

k�

2

�
则

sin.kC1/ x D

�
sin
�
x C

k�

2

��0

D cos
�
x C

k�

2

�
D sin

�
x C

.k C 1/�

2

�
因此由数学归纳法知, 8n 2 N; sin.n/ x D sin

�
x C

n�

2

�
.

同理可证, 8n 2 N; cos0n.x/ D cos
�
x C

n�

2

�
.

例题 6.16 证明：函数

x 7�! f .x/ D

8<:e� 1

x2 ; x ¤ 0;

0; x D 0

在 R上是 C1类的, 并且
f .n/.0/ D 0;8n 2 N:
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为此, 我们首先注意到幂函数 x 7�! �
1

x2
; x 2 R � f0g在 R �f0g上是 C1 类的, 指数函数 y �!

ey ; y 2 R在 R上是 C1 类的, 因此它们的复合函数在 R � f0g上也是 C1 类的, 从而上述函数 f 在

R � f0g上是 C1类的. 并且 8x 2 R � f0g,�
e� 1

x2

�0

D e� 1

x2

�
�
1

x2

�0

D e� 1

x2 �
2

x3�
e� 1

x2

�00

D

�
e� 1

x2 �
2

x3

�0

D e� 1

x2

�
4

x6
�
6

x4

�
由此不难由数学归纳法验证 �

e� 1

x2

�.n/

D e� 1

x2P3n

�
1

x

�
;8n 2 N:

这里 P3n.y/是关于 y 的一个最高次数为 3n的多项式. 因此根据第 5章 §4例??的结论有

lim
x!0

�
e� 1

x2

�.n/

D lim
x!0

e� 1

x2P3n

�
1

x

�
D 0;8n 2 N:

现在我们来计算 f 0.0/ . 因为

lim
x!0

f .x/ � f .0/

x � 0
D lim

x!0

e� 1

x2

x
D 0;

所以 f 在 0处可导, 并且 f 0.0/ D 0 . 因此 f 0在 x D 0处连续, 从而 f 在 R上是 C 1类的.
假设 f .2/.0/ D f .3/.0/ D � � � D f .n�1/.0/ D 0 . 于是 f 在 R上是 C n�1类的. 从而

lim
x!0

f .n�1/.x/ � f .n�1/.0/

x � 0
D lim

x!0

e� 1

x2P3.n�1/

�
1
x

�
x

D 0:

此即表明 f 在 0处 n次可导, 并且 f .n/.0/ D 0 . 因此 f .n/ 在 x D 0处连续, 从而 f 在 R上是 C n 类

的, 这就证明了 f 在 R上是 C1类的, 并且 f .n/.0/ D 0;8n 2 N .

K�习题 6.2k

1. 设 f W X ! R是任一可导函数. 证明：
1) 若 f 是偶函数, 则 f 0是奇函数；

2) 若 f 是奇函数, 则 f 0是偶函数；

3) 若 f 是以 T 为周期的周期函数, 则 f 0是以 T 为周期的周期函数.
2. 设 f W R ! R是一可导函数, 试计算复合函数 x 7! F.x/ D f ı f ı f .x/; x 2 R的导数 F 0.x/.
3. 设 f; g W X ! R在 a 2 X 处可导.

1) 证明：若 f .a/ ¤ 0, 则 jf j在 a处可导；

2) 证明：若 f .a/ ¤ g.a/, 则函数 m.x/ D min.f .x/; g.x//;M.x/ D max.f .x/; g.x//; x 2 X 在

a处可导.
4. 计算下列各函数 f 的导数 f 0.x/：

1) f .x/ D log
p
1C x3 � 1

p
1C x3 C 1

；

2) f .x/ D arcsin.cos x2/C arccos.sin x2/；

3) f .x/ D log.cosh x/C
1

2 sinh2 x
；

4) f .x/ D coth x � log
�
coth

x

2

�
；

5) f .x/ D arsinh
�
cosh

x

2

�
；
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6) f .x/ D
x
p
x；

7) f .x/ D .sin x/cosx
C .cos x/sinx；

8) f .x/ D .log x/x
n

C xa cosx .
5. 设函数 x 7�! f .x/; x 2 R定义为

f .x/ D
ax C ˇ

p
ax2 C bx C c

.8x 2 R/;

试选择常数 ˛; ˇ; a; b; c 使得 f 0.x/ ¤ 0;8x 2 R .
6. 设函数 f W X.� R/ ! R可导且满足方程：

f .x/x D xf .x/;8x 2 X:

试计算 f 0.x/; 8x 2 X .
7. 设 f W X � R ! R是任一可导函数, 试计算极限：

lim
h!0

1

h

�
f 2.x C 3h/ � f 2.x � h/

�
:

8. 设 I; J � R是两个非空区间, f W I ! J , g W J ! R, x0 2 I , y0 D f .x0/ 2 J . 研究复合函数
g ı f W I ! R在 x0处的可导性：

1) f 在 x0处不可导, g在 y0处可导；

2) f 在 x0处可导, g在 y0处不可导；

3) f 在 x0处不可导, g在 y0处不可导.
9. 证明：反正切函数 x 7! arctan x; x 2 R在 x D 0处的 n阶导数为：

arctan.n/.0/ D

8<:0; n D 2k;

.�1/k.2k/Š; n D 2k C 1;
.k D 0; 1; 2; : : : /

这里我们规定 arctan.0/.0/ D arctan.0/.
10. 证明：反正弦函数 x 7! arcsin x; x 2 Œ�1; 1�在 x D 0处的 n阶导数为：

arcsin.n/.0/ D

8<:0; n D 2k;

Œ.2k � 1/.2k � 3/ � � � 3 � 1�2 ; n D 2k C 1:

11. 对 .x � a/n.x � b/n应用 Leibniz求导公式, 证明：�
C 0

n

�2
C
�
C 1

n

�2
C � � � C

�
C n

n

�2
D
2n.2n � 1/ � � � .nC 1/

nŠ
:

12. 证明：函数

x 7�! f .x/ D

8<:e
1

x2�1 若 jxj < 1;

0; 若 jxj ⩾ 1

与函数

x 7�! g.x/ D

8<:e
1

1�x2 若 jxj > 1;

0; 若 jxj ⩽ 1

在 R上都是 C1类的.
13. 设 Pn.x/ D anx

n
C an�1x

n�1
C � � � C a1x C a0. 证明：8a 2 R, Pn.x/可表示为：

Pn.x/ D

nX
kD0

P
.k/
n .a/

kŠ
.x � a/k :
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14. 证明：Chebyshev多项式
Tn.x/ D

1

2n�1
cos.n arccos x/

满足微分方程

.1 � x2/T 00
n .x/ � xT 0

n.x/C n2Tn.x/ D 0;8x 2 .�1; 1/:

15. 证明：Legendre多项式
Pn.x/ D

1

2nnŠ

�
.x2

� 1/n
�.n/

满足微分方程

.1 � x2/P 00
n .x/ � 2xP 0

n.x/C n.nC 1/Pn.x/ D 0;8x 2 R:

16. 证明：Laguerre多项式
Ln.x/ D ex

�
xne�x

�.n/

满足微分方程

xL00
n.x/C .1 � x/L0

n.x/C nLn.x/ D 0;8x 2 R:

17. 证明：Hermite多项式
Hn.x/ D .�1/nex2

�
e�x2

�.n/

满足微分方程

H 00
n .x/ � 2xH 0

n.x/C 2nHn.x/ D 0;8x 2 R:

6.3 可导函数的性质

关于可导函数的基本性质, 我们主要介绍下面四个重要定理.
1. Rolle定理

定理 6.7 (Rolle定理)

~

设 Œa; b�是任一有限闭区间, 函数 f W Œa; b� ! R满足下述条件：

1. f 在 Œa; b�上连续,
2. f 在 .a; b/上可导,
3. f .a/ D f .b/,

则存在一点 � 2 .a; b/使得 f 0.�/ D 0 .

证明 若 8x 2 Œa; b�; f .x/ D f .a/ D f .b/, 则 f 0.x/ D 0, 8x 2 Œa; b�, 从而任取 � 2 .a; b/, 都有
f 0.�/ D 0.

因此我们假设 f 在 Œa; b�上不是常值函数. 由于 f 在 Œa; b�上连续, 故根据定理4.9知 f 在 Œa; b�上

必取到它的上确界M 与下确界m . 于是M > m . 因为 f .a/ D f .b/,所以 f 不可能在 a与 b处同时取

值M 与 m . 因此至少在开区间 .a; b/上某一点 � 处取上确界M 或下确界 m .
比如设 f .�/ D M . 于是 8x 2 Œa; b�; f .x/ ⩽M . 从而

f .x/ � f .�/

x � �

8<:⩾ 0; 8x 2 .a; b/且 x < �；

⩽ 0; 8x 2 .a; b/且 x > �:
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由于 f 在 � 处可导, 故

f 0.�/ D f 0
C .�/ D lim

x!�C

f .x/ � f .�/

x � �
⩽ 0

f 0.�/ D f 0
� .�/ D lim

x!��

f .x/ � f .�/

x � �
⩾ 0

因此 f 0.�/ D 0 .
注 Rolle定理中的三个条件：f 在 Œa; b�上的连续性、f 在 .a; b/上的可导性及 f .a/ D f .b/对保证结

论成立都是十分重要的. 否则, 定理的结论可能不成立.
例题 6.17 考虑函数 x 7�! f .x/ D x � Œx�; x 2 Œ0; 1� . f 在 .0; 1/ 上可导, f .0/ D f .1/ D 0, 但是
8x 2 .0; 1/, f 0.x/ D 1 . 问题就在于 f 在 x D 1处不连续.

图 6.5

例题 6.18考虑函数

x 7�! f .x/ D

8<:x C 1; �1 ⩽ x ⩽ 0

1 � x; 0 ⩽ x ⩽ 1

f 在 Œ�1; 1�上连续, f .�1/ D f .1/ D 0,但也不存在 � 2 .�1; 1/使得 f 0.�/ D 0 . 原因是 f 在 x D 0处

不可导.
例题 6.19考虑函数 x 7�! f .x/ D x; x 2 Œ0; 1�:f 在 Œ0; 1�上连续, f 在 .0; 1/上可导, 但同样不存在 � 2

.0; 1/使得 f 0.�/ D 0,这是因为 f .0/ ¤ f .1/ .
当然也有这样的函数 f W Œa; b� ! R,它不满足 Rolle定理中的任一个条件, 但 Rolle定理的结论仍

然成立. 因此 Rolle定理的条件是充分的而不是必要的.
例题 6.20考虑函数

x 7�! f .x/ D

8<:x; 0 ⩽ x ⩽ 1

2; 1 < x ⩽ 2
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图 6.6

f 在 x D 1处不连续, 当然 f 在 x D 1处不可导, 并且 f .0/ ¤ f .2/ . 然而 8� 2 .1; 2/; f 0.�/ D 0 .
Rolle定理的几何意义十分明显. 如果连续函数 f W Œa; b� ! R在 .a; b/上可导, 并且 f .a/ D f .b/,

则在函数 f 所表示的曲线 � 上至少存在一点M0.�; f .�//.� 2 .a; b//,使得 � 在点M0 处的切线 T 平

行于 x轴.

图 6.7

2. Lagrange中值定理

定理 6.8 (Lagrange中值定理)

~

设 Œa; b�是任一有限闭区间, f W Œa; b� ! R是任一函数, 满足下述条件：
1. f 在 Œa; b�上连续,
2. f 在 .a; b/上可导,

则存在一点 � 2 .a; b/使得

f .b/ � f .a/ D f 0.�/.b � a/:

证明 考虑辅助函数 F W Œa; b� ! R

F.x/ D f .x/ �

�
f .a/C

f .b/ � f .a/

b � a
.x � a/

�
; x 2 Œa; b�:

显然 F 在 Œa; b�上连续, 在 .a; b/上可导, 并且 F.a/ D F.b/ . 根据 Rolle定理, 存在一点 � 2 .a; b/使

得 F 0.�/ D 0 . 此即为

f 0.�/ D
f .b/ � f .a/

b � a
或 f .b/ � f .a/ D f 0.�/.b � a/:

Lagrange中值定理的几何解释是：如果� 是函数 f 所表示的曲线, 则在� 上存在一点M0.�; f .�//,
它异于 � 的两个端点 A.a; f .a//�B.b; f .b//,使得 C 在点M0处的切线平行于联结点 A与 B 的直线.
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图 6.8

作为 Lagrange中值定理的一个应用：我们来证明下述重要命题.

命题 6.1

�

假设 I � R是一区间, 函数 f W I ! R在 I 上可导. 则 f 在 I 上为常值函数的充分必要条件是：

f 0.x/ D 0;8x 2 I:

证明 (必要性)设 f D c.c 2 R/,则显然有 f 0.x/ D 0;8x 2 I .
(充分性)设 f 0.x/ D 0;8x 2 I . 我们证明 f 在 I 上为常值函数. 为此只需证明

8x1; x2 2 I 且 x1 ¤ x2; f .x1/ D f .x2/ :

事实上, 不妨假设 x1 < x2,由于 f 在 Œx1; x2�上可导, 故由 Lagrange中值定理知, 存在 � 2 .x1; x2/

使得

f .x2/ � f .x1/ D f 0.�/ .x2 � x1/ :

但 f 0.�/ D 0,因此 f .x2/ � f .x1/ D 0,即 f .x1/ D f .x2/ .

推论 6.2

~

I 如上所述. f W I �! R与 g W I �! R是任意两个在 I 上可导的函数, 并且满足

f 0.x/ D g0.x/;8x 2 I:

则存在常数 c 使得

f .x/ � g.x/ D c;8x 2 I:

证明 因为 f 0.x/ D g0.x/;8x 2 I ,所以 Œf .x/ � g.x/�0 D 0;8x 2 I ,从而由上述命题知, 存在常数 c 使

得

f .x/ � g.x/ D c;8x 2 I:

3. Cauchy中值定理

定理 6.9 (Cauchy中值定理)

~

设 Œa; b�是任一有限闭区间. f; g W Œa; b� �! R是任意两个函数, 满足下述条件：
1. f; g在 Œa; b�上连续,
2. f; g在 .a; b/上可导,
3. g0.x/ ¤ 0;8x 2 .a; b/ .

则存在一点 � 2 .a; b/使得
f .b/ � f .a/

g.b/ � g.a/
D
f 0.�/

g0.�/
:
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证明 首先我们注意到 g.b/ � g.a/ ¤ 0 . 因为若 g.b/ �g.a/ D 0,则由 Rolle定理知, 存在 Nx 2 .a; b/,使
得 g0. Nx/ D 0, 这与条件 3)相矛盾.
现在作辅助函数 F W Œa; b� �! R：

F.x/ D f .x/ �

�
f .a/C

f .b/ � f .a/

g.b/ � g.a/
.g.x/ � g.a//

�
;8x 2 Œa; b�:

则 F 在 Œa; b�上连续, F 在 .a; b/上可导, 并且 F.a/ D F.b/ . 因此由 Rolle定理知, 存在一点 � 2 .a; b/

使得 F 0.�/ D 0,此即为

0 D f 0.�/ �
f .b/ � f .a/

g.b/ � g.a/
g0.�/ 或

f .b/ � f .a/

g.b/ � g.a/
D
f 0.�/

g0.�/
:

关于 Cauchy中值定理, 我们作以下几点说明.
注

1. 若 g.x/ D x;8x 2 Œa; b�, 则 Cauchy中值定理的结果化为
f .b/ � f .a/

b � a
D f 0.�/; � 2 .a; b/:

这正是 Lagrange中值定理的结论. 因此 Cauchy中值定理是 Lagrange中值定理的推广.
2. 若我们分别对函数 f; g应用 Lagrange中值定理, 则我们只能得到下述形式的等式：

f .b/ � f .a/

g.b/ � g.a/
D
f 0.�1/.b � a/

g0.�2/.b � a/
D
f 0.�1/

g0.�2/
; �1; �2 2 .a; b/:

这里 �1; �2不一定相等. 因此我们不能得到 Cauchy中值定理中所要求的等式.
3. 若我们在 Cauchy中值定理中删去条件 3), 则有下述对称形式的等式成立：

Œf .b/ � f .a/�g0.�/ D Œg.b/ � g.a/�f 0.�/; � 2 .a; b/:

这是因为, 若 g.b/ � g.a/ D 0, 则由 Rolle定理知存在一点 � 2 .a; b/, 使得 g0.�/ D 0, 从而

Œf .b/ � f .a/�g0.�/ D 0 D Œg.b/ � g.a/�f 0.�/:

若 g.b/ � g.a/ ¤ 0, 则只需重复 Cauchy中值定理的证明, 由

0 D f 0.�/ �
f .b/ � f .a/

g.b/ � g.a/
g0.�/

两边同乘以 g.b/ � g.a/即可得证.
4. Darboux定理

定理 6.10 (Darboux定理)

~
设 I � R是任一区间, f W I �! R是任一在 I 上可导的函数, 则 f 0.I / � R也是一区间.

证明 为了证明 f 0.I / � R是区间, 我们只需证明：

8y; z 2 f 0.I /; y < z H) .y; z/ � f 0.I /:

为此设 a; b 2 I 使得 f 0.a/ D y, f 0.b/ D z, 不妨假设 a < b. 任取 ! 2 .y; z/, 我们来证明至少存
在一点 � 2 .a; b/使得 f 0.�/ D !.
为了书写简单起见, 我们记 f 为 f 在区间 Œa; b�上的限制 f jŒa;b�. 考虑辅助函数

F W Œa; b� �! R;8x 2 Œa; b�; F .x/ D f .x/ � !x:

函数 F 在 Œa; b�上连续, 并且可导. 根据连续函数性质知, F 在 Œa; b�上达到它的最小值.
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显然 F 不可能在 a与 b处取到其最小值. 否则：

F 0.a/ D lim
x!aC

F.x/ � F.a/

x � a
⩾ 0; F 0.b/ D lim

x!b�

F.x/ � F.b/

x � b
⩽ 0;

这与 F 0.a/ D f 0.a/ � ! < 0, F 0.b/ D f 0.b/ � ! > 0相矛盾.
因此存在一内点 � 2 .a; b/使得 F.�/为 F 在 Œa; b�上的最小值. 于是

F 0.�/ D lim
x!�C

F.x/ � F.�/

x � �
⩾ 0; F 0.�/ D lim

x!��

F.x/ � F.�/

x � �
⩽ 0:

从而 F 0.�/ D 0, 即 f 0.�/ D !, 所以 ! 2 f 0.I /.
由 ! 2 .y; z/的任意性知, .y; z/ � f 0.I /. 因此 f 0.I / � R是一个区间.

推论 6.3

~

设 I � R是任一区间. 若函数 f W I �! R在 I 上可导, 并且 8x 2 I; f 0.x/ ¤ 0, 则

8x 2 I; f 0.x/ > 0或 8x 2 I; f 0.x/ < 0:

K�习题 6.3k

1. 设函数 f; g W Œa; b� ! R满足：

1) f; g在 Œa; b�上连续；

2) f; g在 .a; b/上可导, 且 .f 0/2 C .g0/2 ¤ 0；

3) g.a/ ¤ g.b/.
证明：存在 � 2 .a; b/, 使得

f .b/ � f .a/

g.b/ � g.a/
D
f 0.�/

g0.�/
:

2. 设函数 f; g W Œa; b� ! R满足：

1) f; g在 Œa; b�上连续；

2) f; g在 .a; b/上可导, 且 g0
¤ 0.

证明：存在 � 2 .a; b/, 使得
f .�/ � f .a/

g.b/ � g.�/
D
f 0.�/

g0.�/
:

3. 设函数 f; g; h W Œa; b� ! R满足：

1) f; g; h在 Œa; b�上连续；

2) f; g; h在 .a; b/上可导.
证明：存在 � 2 .a; b/, 使得 ˇ̌̌̌

ˇ̌̌̌f .a/ f .b/ f 0.�/

g.a/ g.b/ g0.�/

h.a/ h.b/ h0.�/

ˇ̌̌̌
ˇ̌̌̌ D 0:

4. 证明：方程 ex sin x D 1的两个实根之间至少存在方程 ex cos x D �1的一个实根.
5. 设 f W Œa; b� ! R是任一函数, ˛ > 0. 我们称 f 是 ˛次 Lipschitz函数, 如果存在 k > 0, 使得

jf .x/ � f .y/j ⩽ kjx � yj
˛;8x; y 2 Œa; b�:

1) 证明：若 f 在 Œa; b�上连续可导, 则 f 是 1次 Lipschitz函数；
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2) 证明：若 f 在 Œa; b�上是可导的 1次 Lipschitz函数, 则 f 0在 Œa; b�上有界；

3) 证明：若 f 是 ˛ > 1次 Lipschitz函数, 则 f 在 Œa; b�上为常值函数.
6. 设 f W R ! R是任一在 R上可导的函数, 并且 lim

x!C1
f .x/ D lim

x!�1
f .x/(有限或正负无穷). 证

明：存在 � 2 R, 使得 f 0.�/ D 0.
7. 设 a 2 R, 函数 f W Œa;C1/ ! R满足：

1) f 在 Œa;C1/上连续；

2) f 在 .a;C1/上可导；

3) lim
x!C1

f .x/ D f .a/.

证明：存在 � 2 .a;C1/, 使得 f 0.�/ D 0.
8. 设 Œa; b� � R, 函数 f W Œa; b� ! R满足：

1) f 在 Œa; b�上连续；

2) f 在 .a; b/上可导；

3) lim
x!aC

f .x/ D lim
x!b�

f .x/ D C1.

证明：8A 2 R, 存在 � 2 .a; b/, 使得 f 0.�/ D A.
9. 设 a 2 R; h > 0, 函数 f W Œa; aC 2h� ! R在 Œa; aC 2h�上二阶可导. 证明：存在 � 2 .0; 1/, 使得

f .a/ � 2f .aC h/C f .aC 2h/ D h2f 00.aC 2�h/:

10. 设 a; b 2 R且 a < b, 函数 f W .a; b/ ! R在 .a; b/上可导, 且 lim
x!b�

f .x/ D C1. 证明：若 f 0在

.a; b/上单调上升, 则 lim
x!b�

f 0.x/ D C1；若 f 0不是单调上升的, 则 lim
x!b�

f 0.x/ D C1可以不

成立.
11. 设函数 f W Œa; b� ! R在 Œa; b�上可导. 证明：存在 � 2 .a; b/, 使得

f .�/ � �f 0.�/ D
1

a � b

ˇ̌̌̌
ˇ a b

f .a/ f .b/

ˇ̌̌̌
ˇ :

12. 设函数 f W Œ�a; a� ! R 在 .�a; a/ 上 n 次可导, 且 f .k/.0/ D 0, k D 0; 1; : : : ; n � 1. 证明：
8x 2 .�a; a/,且 x ¤ 0, 存在 0 < � < 1, 使得

f .x/

xn
D
f .n/.�x/

nŠ
:

13. 设函数 f W Œa; b� ! R在 .a; b/上 nC 1次可导, 且 f .k/.a/ D f .k/.b/ D 0, .k D 0; 1; : : : ; n/. 证
明：存在 � 2 .a; b/, 使得 f .nC1/.�/ D f .�/:

14. 设 f W .a; b/ ! R在 .a; b/上可导, 且其零点集至少有一个聚点 a0 2 .a; b/.
1) 证明：f 0.a0/ D 0, 且 f 0的零点集也有聚点 a0；

2) 若 f 在 .a; b/上 p次可导 (p ⩾ 1), 证明：f 的各阶导函数 f .k/(k D 1; 2; : : : ; p)都以 a0为

其零点；

3) 证明：不存在任何多项式函数, 使得它与函数 x 7! ex 在 R的任何无限点集 A上取相同的

值.
15. 设 �1 < a1 < a2 < � � � < an < C1, 函数 f W Œa1; an� ! R属于 C n�1 类 (n ⩾ 2), 在 .a1; an/上

有 n阶导数, 且 f .ai / D 0, i D 1; 2; : : : ; n. 证明：

.8x 2 Œa1; an�/ .9� 2 .a1; an// 使得 f .x/ D
.x � a1/ .x � a2/ � � � .x � an/

nŠ
f .n/.�/:

199



6.4 导数的应用

16. 设 f W Œa; b� ! R在 Œa; b�上可导, f 0
W Œa; b� ! R在 Œa; b�上可积, 令

ın D

ˆ b

a

f .x/ dx �

nX
kD1

b � a

n
f

�
aC k �

b � a

n

�
:

试计算极限 lim
n!C1

nın:

6.4 导数的应用

函数导数的应用是多方面的, 下面我们介绍它的三个方面的应用.
1. 函数单调性的研究

定理 6.11

~

设 I � R是任一区间. f W I �! R是任一在 I 上可导的函数, 则下述结论成立：
1. f 在 I 上单调上升 (下降)” 8x 2 I; f 0.x/ ⩾ 0.⩽ 0/ .
2. f 在 I 上严格单调上升 (下降), 若 8x 2 I; f 0.x/ > 0.< 0/ .

证明 我们只对上升情形进行证明. 下降情形的证明完全类似.
设 x1; x2 2 I 且 x1 < x2 . 由 Lagrange中值定理, 我们有

f .x2/ � f .x1/ D f 0.�/.x2 � x1/; � 2 .x1; x2/: (6.1)

1. 若 f 在 I 上单调上升, 则 f .x2/ ⩾ f .x1/ . 于是

f 0 .x1/ D lim
x2!x

C
1

f .x2/ � f .x1/

x2 � x1
⩾ 0:

由 x1 2 I 的任意性知, 8x 2 I; f 0.x/ ⩾ 0 .
反之若 8x 2 I; f 0.x/ ⩾ 0,则由(6.1)知, f .x2/ ⩾ f .x1/,从而 f 在 I 上单调上升.

2. 若 8x 2 I; f 0.x/ > 0,则由式(6.1)推出 f .x2/ > f .x1/. 因此 f 在 I 上严格单调上升.
注注意即使 f W I �! R在 I 上是严格单调上升的可导函数, 也不一定有：8x 2 I; f 0.x/ > 0 .
为此, 考虑函数 x 7�! f .x/ D x3; x 2 R .
因为 f 0.x/ D 3x2 > 0;8x 2 R � f0g . 所以 f 在 .�1; 0/与 .0;C1/上是严格单调上升的. 并且

y3 < 0 < x3;8x 2 .0;C1/;8y 2 .�1; 0/:

故此函数 f 在 R上是严格单调上升的. 然而, f 0.0/ D 0 .
下面我们举几个应用定理6.11的例子.

例题 6.21证明下述两个不等式成立：
1. x < tan x;8x 2

�
0;
�

2

�
；

2.
2

�
x < sin x < x;8x 2

�
0;
�

2

�
.
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为此我们定义

f .x/ D tan x � x;8x 2

h
0;
�

2

�
；

g.x/ D x � sin x;8x 2

h
0;
�

2

i
;

h.x/ D

8̂̂<̂
:̂
sin x
x

�
2

�
; 8x 2

�
0;
�

2

i
；

1 �
2

�
; x D 0:

显然我们只需证明：f .x/ > 0; g.x/ > 0; h.x/ > 0;8x 2

�
0;
�

2

�
.

对于 f ：由于

f 0.x/ D
1

cos2 x
� 1 D

1 � cos2 x

cos2 x
> 0;8x 2

�
0;
�

2

�
:

故 f 在
�
0;
�

2

�
上是严格单调上升的. 而 f .0/ D 0, 因此 f .x/ > 0:8x 2

�
0;
�

2

�
, 此即表示 x <

tan x;8x 2

�
0;
�

2

�
.

对于 g：由于 g0.x/ D 1�cos x > 0;8x 2

�
0;
�

2

�
,故 g在

�
0;
�

2

�
上是严格单调上外的, 而 g.0/ D 0,

因此 g.x/ > 0;8x 2

�
0;
�

2

�
,即 sin x < x;8x 2

�
0;
�

2

�
.

对于 h：由于

h0.x/ D

�
sin x
x

�0

D
cos x.x � tan x/

x2
< 0;8x 2

�
0;
�

2

�
;

故 h在
�
0;
�

2

�
上是严格单调下降的, 而 h

��
2

�
D 0,因此 h.x/ > 0, 8x 2

�
0;
�

2

�
,即

sin x
x

�
2

�
> 0 或

2

�
x < sin x;8x 2

�
0;
�

2

�
:

结合对 g与 h的讨论, 即证得
2

�
x < sin x < x;8x 2

�
0;
�

2

�
:

例题 6.22设函数 f W Œa;C1/ ! R.a 2 R/满足条件：

1. f 在 Œa;C1/上可导且 f .a/ < 0,

2. 存在常数 k > 0使得 f 0.x/ > k;8x 2
�
a;C1/ . 则方程 f .x/ D 0在开区间

�
a; a �

f .a/

k

�
上存

在唯一的一个实根.
事实上, 由 f 0.x/ > 0;8x 2 .a;C1/,故 f 在 .a;C1/上是严格单调上升的. 由于 f .a/ < 0,若我

们能证明 f

�
a �

f .a/

k

�
> 0,则由连续函数性质知, 存在唯一的 � 2

�
a; a �

f .a/

h

�
使得 f .�/ D 0.

为此我们注意到 f 在 .a;C1/上可导, 故由 Lagrange中值定理得到

f

�
a �

f .a/

k

�
� f .a/ D f 0.�/

�
a �

f .a/

k
� a

�
D f 0.�/ �

�
�
f .a/

k

�
> k �

�
�f .a/

k

�
D �f .a/;

因此 f

�
a �

f .a/

k

�
> 0 .

例题 6.23 设函数 f W Œ0; 1� �! R 在 Œ0; 1� 上连续, 并且 jf .x/j < 1, 8x 2 Œ0; 1� . 证明：方程 2x �
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ˆ x

0

f .t/dt D 1在 Œ0; 1�上存在唯一的解.

令 F.x/ D 2x �

ˆ x

0

f .t/dt � 1;8x 2 Œ0; 1� . 则函数 F W Œ0; 1� �! R在 Œ0; 1�上连续可导, 并且

F 0.x/ D 2 � f .x/ > 0;8x 2 Œ0; 1�:

因此函数 F 在 Œ0; 1�上严格单调上升. 由于

F.0/ D �1 < 0; F.1/ D 2 �

ˆ 1

0

f .t/dt � 1 > 0

故存在唯一的 � 2 .0; 1/使得 F.�/ D 0 . 此即表明方程 2x �

ˆ x

0

f .t/dt D 1在 Œ0; 1�上存在唯一的解.

2. 函数的凸凹性研究

定义 6.6

|
设 E � R2是任一非空集合, 我们称 E 是凸的, 若 A;B 2 E,则连接 A;B 两点的线段 AB � E .

现在我们设 A D .x1; y1/ ; B D .x2; y2/ . 并规定：

8˛; ˇ 2 R; ˛AC ˇB ≜ ˛ .x1; y1/C ˇ .x2; y2/ D .˛x1 C ˇx2; ˛y1 C ˇy2/

则连结 A;B 两点的线段

AB D f˛AC ˇB j ˛; ˇ 2 Œ0; 1�; ˛ C ˇ D 1g

D f.1 � t/AC tB j t 2 Œ0; 1�g:

因此

E 是凸的 ”8A;B 2 E; 8˛�ˇ 2 Œ0; 1�; ˛ C ˇ D 1;

˛AC ˇB 2 E

”8A;B 2 E; 8t 2 Œ0; 1�; .1 � t/AC tB 2 E:

例题 6.24 平面上的三角形、长方形、圆盘、椭圆盘都是平面凸集, 而平面上的五角星不是平面凸集
(图6.9).

图 6.9

设 I � R是任一区间, f W I �! R是任一函数. 我们定义下述集合

E D
˚
.x; y/ 2 R2

j x 2 I; y ⩾ f .x/
	
:

首先我们证明下述引理.

引理 6.1
设 I � R是任一区间, f W I �! R是任一函数, 集 E 如上所定义. 则下述三个结论互相等价：

1. E 是凸集.
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~

2. 8x1; x2 2 I;8˛1; ˛2 2 Œ0; 1�且 ˛1 C ˛2 D 1,

f .˛1x1 C ˛2x2/ ⩽ ˛1f .x1/C ˛2f .x2/

3. 8x1; x2; x 2 I 且 x1 < x < x2,
f .x/ � f .x1/

x � x1
⩽ f .x2/ � f .x1/

x2 � x1
⩽ f .x2/ � f .x/

x2 � x

证明 1)H) 2 ) 设 E 是凸集. x1; x2 2 I; x1 ⩽ x2; ˛1, ˛2 2 Œ0; 1� 且 ˛1 C ˛2 D 1 . 那么 x1 ⩽
˛1x1 C ˛2x2 ⩽ x2 .
令 M1 D .x1; f .x1// ;M2 D .x2; f .x2//, 则 M1;M2 是函数 f 所表示的曲线 � 上的两点. 因此

M1;M2 2 E .
连结M1与M2的直线段 L的方程为

y D f .x1/C
f .x2/ � f .x1/

x2 � x1
.x � x1/ ; x 2 Œx1; x2� :

直接计算可知, L上对应于 x D ˛1x1 C ˛2x2的点M 为

M D .˛1x1 C ˛2x2; ˛1f .x1/C ˛2f .x2//

D ˛1 .x1; f .x1//C ˛2 .x2; f .x2//

D ˛1M1 C ˛2M2;

由于 E 是凸的, 故M 2 E,此即表明

f .˛1x1 C ˛2x2/ ⩽ ˛1f .x1/C ˛2f .x2/ :

2)H) 3 )假设 2)成立, 并且 x1; x2; x 2 I; x1 < x < x2 . 于是存在 t 2. 0; 1/使得 x D .1�t /x1Ctx2.
由此得到 t D

x � x1

x2 � x1
. 根据假设, 我们有

f .x/ D f ..1 � t/x1 C tx2/ < .1 � t/f .x1/C tf .x2/

D
x2 � x

x2 � x1
f .x1/C

x � x1

x2 � x1
f .x2/ ;

因此

f .x/ � f .x1/ ⩽
�
x2 � x

x2 � x1
� 1

�
f .x1/C

x � x1

x2 � x1
f .x2/

D
x � x1

x2 � x1
Œf .x2/ � f .x1/�

f .x2/ � f .x/ ⩾ f .x2/ �
x2 � x

x2 � x1
f .x1/ �

x � x1

x2 � x1
f .x2/

D �
x2 � x

x2 � x1
f .x1/C

�
1 �

x � x1

x2 � x1

�
f .x2/

D
x2 � x

x2 � x1
Œf .x2/ � f .x1/� :

由这两个不等式立即推得
f .x/ � f .x1/

x � x1
⩽ f .x2/ � f .x1/

x2 � x1
⩽ f .x2/ � f .x/

x2 � x
:

3)H) 1 )设N1 D .x1; y1/ ; N2 D .x2; y2/ 2 E . 我们证明：连结N1�N2两点的直线段 l 位于E内.
由 E 的定义知, y1 ⩾ f .x1/ ; y2 ⩾ f .x2/ . 因此连结点M1 D .x1 , f .x1//与点M2 D .x2; f .x2//

的直线段 L位于直线段 l 的下方 (如图6.10所示). 为了证明 l 位于 E 内, 我们只需证明 L位于 E 内即
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可.
事实上, 由假设对 x1; x2; x 2 I 且 x1 < x < x2成立不等式

f .x/ � f .x1/

x � x1
⩽ f .x2/ � f .x1/

x2 � x1
⩽ f .x2/ � f .x/

x2 � x

故由左边不等式得到

f .x1/C
f .x2/ � f .x1/

x2 � x1
.x � x1/ ⩾ f .x/;

此即表明点

�
x; f .x1/C

f .x2/ � f .x1/

x2 � x1
.x � x1/

�
2 E, 而这一点正好是直线段 L 上的点, 由 x 2

.x1; x2/的任意性知, L整个地位于 E 内. 因此 E 是凸集.

图 6.10

根据上述引理, 理在我们可以给出关于凸函数的下述定义.

定义 6.7

|

设 I � R是任一区间, f W I �! R是任一函数.
1. 我们称 f 是凸的, 如果

8x1; x2 2 I;8˛1; ˛2 2 Œ0; 1� 且 ˛1 C ˛2 D 1 H) f .˛1x1 C ˛2x2/ ⩽ ˛1f .x1/C ˛2f .x2/ :

2. 我们称 f 是凹的, 如果函数 �f 是凸的.

例题 6.25函数 x 7�! x2; x 2 R是凸的.
事实上, 设 x1; x2 2 R; ˛1; ˛2 2 Œ0; 1�且 ˛1 C ˛2 D 1,则

.˛1x1 C ˛2x2/
2

D ˛2
1x

2
1 C ˛2

2x
2
2 C 2˛1˛2x1x2

⩽ ˛2
1x

2
1 C ˛2

2x
2
2 C ˛1˛2

�
x2

1 C x2
2

�
D
�
˛2

1 C ˛1˛2

�
x2

1 C
�
˛2

2 C ˛1˛2

�
x2

2

D ˛1 .˛1 C ˛2/ x
2
1 C ˛2 .˛1 C ˛2/ x

2
2

D ˛1x
2
1 C ˛2x

2
2

因此函数 x 7�! x2; x 2 R是凸的.
下面我们给出凸函数的另一个等价定义即 Jensen不等式, 它本身也有其重要的应用价值.
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定理 6.12 (Jensen不等式)

~

函数 f W I �! R是凸的, 当且仅当：8xi 2 I;8ai 2 Œ0; 1�.i D 1; 2; � � � ; n/且
nX

iD1

ai D 1有

f .˛1x1 C ˛2x2 C � � � C ˛nxn/ ⩽ ˛1f .x1/C ˛2f .x2/C � � � C ˛nf .xn/ (6.2)

证明 若不等式6.2成立, 则取 n D 2时表明 f 是凸的.
反之, 设 f 是凸的. 我们对 n用数学归纳法证明.
当 n D 2时, 不等式6.2即为凸函数的定义.
现在假设 n D k 时不等式6.2成立. 我们来证明不等式6.2对 n D k C 1也成立.
设 x1; x2; � � � ; xk; xkC1 2 I; a1; a2; � � � ; ak; akC1 2 Œ0; 1�并且 ˛1 C ˛2 C � � � C ˛k C akC1 D 1 . 不矢

一般性, 可以假设
a1 C a2 C � � � C ak ¤ 0

于是由归纳法假设我们有

f

�
˛1

a1 C � � � C ak

x1 C � � � C
˛k

a1 C � � � C ak

xk

�
⩽

kX
iD1

ai

a1 C � � � C ak

f .xi /

因此

f .˛1x1 C � � � C ˛kxk C ˛kC1xkC1/

Df

�
.a1 C � � � C ak/

�
˛1

˛1 C � � � C ˛k

x1 C � � � C
˛k

˛1 C � � � C ˛k

xk

�
C ˛kC1xkC1

�
⩽.˛1 C � � � C ˛k/f

�
˛1

˛1 C � � � C ˛k

x1 C � � � C
˛k

˛1 C � � � C ˛k

xk

�
C ˛kC1f .xkC1/

⩽.˛1 C � � � C ˛k/

�
˛1

˛1 C � � � C ˛k

f .x1/C � � � C
˛k

˛1 C � � � C ˛k

f .xk/

�
C ˛kC1f .xkC1/

D˛1f .x1/C � � � C ˛kf .xk/C ˛kC1f .xkC1/

此即表明不等式6.2对 n D k C 1成立. 因此由数学归纳法知不等式6.2对任意的 n 2 N都成立.
作为 Jensen不等式的应用, 我们来证明下面几个重要不等式.
重要不等式 设 a1; a2; � � � ; an; b1; b2; � � � ; bn是任意 2n个非零实数, p > 0; q > 0 .

1. 若 ai > 0.i D 1; 2; � � � ; n/,则
n

1
a1

C
1

a2
C � � � C

1
an

⩽ np
a1a2 � � � an ⩽ a1 C a2 C � � � C an

n
；

2. 若
1

p
C
1

q
D 1,则下述 Hölder不等式成立：

nX
iD1

jaibi j ⩽
 

nX
iD1

jai j
p

! 1
p
 

nX
iD1

jbi j
q

! 1
q

；

3. 若 p > 1,则下述Minkowski不等式成立： 
nX

iD1

jai C bi j
p

!p

⩽
 

nX
iD1

jai j
p

! 1
p

C

 
nX

iD1

jbi j
p

! 1
p

:

证明
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1. 因为自然对数函数 x 7�! log x; x 2 RC
� 是凹的, 故 8ai > 0; ˛i ⩾ 0.i D 1; 2; � � � ; n/且 ˛1 C ˛2 C

� � � C ˛n D 1,由 Jensen不等式我们有

˛1 log a1 C ˛2 log a2 C � � � C ˛n log an ⩽ log.˛1a1 C ˛2a2 C � � � C ˛nan/

此即为

a
˛1

1 a
˛2

2 � � � a˛n
n ⩽ ˛1a1 C ˛2a2 C � � � C ˛nan:

若特别取 ˛1 D ˛2 D � � � D ˛n D
1

n
,则上述不等式就是

np
a1a2 � � � an ⩽ a1 C a2 C � � � C an

n
:

利用此不等式我们得到
n

1
a1

C
1

a2
C � � � C

1
an

D
1

1
a1

C 1
a2

C���C 1
an

n

⩽ 1

n
q

1
a1

1
a2

� � �
1

an

D
np
a1a2 � � � an

因此
n

1
a1

C
1

a2
C � � � C

1
an

⩽ np
a1a2 � � � an ⩽ a1 C a2 C � � � C an

n
:

2. 因为 p > 0; q > 0 且
1

p
C
1

q
D 1, 所以 p > 1 . 由于幂函数 x 7�! xp; x 2 RC

� 是凸函数, 故

8xi > 0; ˛i ⩾ 0.i D 1; 2; � � � ; n/且 ˛1 C ˛2 C � � � C ˛n D 1,由 Jensen不等式有 
nX

iD1

˛ixi

!p

⩽
nX

iD1

˛ix
p
i :

现在根据假设 8i D 1; 2; � � � ; n; ai ¤ 0; bi ¤ 0 . 我们可取

xi D
jai j.jb1jq C jb2jq C � � � C jbnjq/

jbi j
1

p�1

˛i D
jbi j

q

jb1jq C jb2jq C � � � C jbnjq
.i D 1; 2; � � �n/

由于 q D
p

p � 1
,故我们得到 

nX
iD1

jaibi j

!p

⩽
nX

iD1

jbi j
q�

p
p�1 � jai j

p
�

 
nX

iD1

jbi j
q

!p�1

D

 
nX

iD1

jai j
p

!
�

 
nX

iD1

jbi j
q

!p�1

或
nX

iD1

jaibi j ⩽
 

nX
iD1

jai j
p

! 1
p

�

 
nX

iD1

jbi j
q

! 1
q

3. 首先我们有恒等式
nX

iD1

.jai j C jbi j/
p

D

nX
iD1

jai j.jai j C jbi j/
p�1

C

nX
iD1

jbi j.jai j C jbi j/
p�i

对右边两项分别应用 Hölder不等式得到
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nX
iD1

jai j.jai j C jbi j/
p�1 ⩽ .

nX
iD1

ai j
p/

1
p � .

nX
iD1

.jai j C jbi j/
q.p�1//

1
q

nX
iD1

jbi j.jai j C jbi j/
p�1 ⩽ .

nX
iD1

jbi j
p/

1
p � .

nX
iD1

.jai j C jbi j/
q.p�1//

1
q :

将它们代入上述恒等式的右边得

nX
iD1

.jai j C jbi j/
p ⩽ Œ.

nX
iD1

jai j
p/

1
p C .

nX
iD1

jbi j
p/

1
p �.

nX
iD1

.jai j C jbi j/
p/

1
q

两边再除去 .

nX
iD1

.jai j C jbi j/
p/

1
q 即得到

.

nX
iD1

.jai j C jbi j/
p/

1
p ⩽ .

nX
iD1

jai j
p/

1
p C .

nX
iD1

jbi j
p/

1
p

最后由于 jai C bi j ⩽ jai j C jbi j,故我们有

.

nX
iD1

ja1 C bi j
p/

1
p ⩽ .

nX
iD1

jai j
p/

1
p C .

nX
iD1

jbi j
p/

1
p :

对于一个给定的函数 f ,要从定义去判别它的凸凹性是比较团难的, 下面我们给出几个用起来比较
方便的判别法则.
函数凸凹性判别法则

首先我们介绍用导数判断函数凸凹性的定理.

定理 6.13

~

设函数 f W I ! R在 I 可导, 则 f 是凸 (凹)的, 当且仅当 f 的导函数 f 0
W I ! R在 I 上是单

调上升 (下降)的.

证明 根据凹函数定义, 我们只需对凸函数进行证明.
设 f 是凸的, x1; x2 2 I 且 x1 < x2 . 根探上述引理, 8x 2 .x1; x2/,有

f .x/ � f .x1/

x � x1
⩽ f .x2/ � f .x1/

x2 � x1
⩽ f .x2/ � f .x/

x2 � x
:

由于 f 0.x1/与 f 0.x2/存在, 故在上述不等式左端与右端先后令 x ! xC
1 与 x ! x�

2 得列

f 0.x1/ D lim
x!x

C
1

f .x/ � f .x1/

x � x1
⩽ f .x2/ � f .x1/

x2 � x1

⩽ lim
x!x�

2

f .x2/ � f .x/

x2 � x
D f 0.x2/;

即

f 0.x1/ ⩽ f 0.x2/;

因此 f 0在 I 上单调上升.
反之设 f 0在 I 上单调上升. x1; x2 2 I; ˛1; ˛2 2 Œ0; 1�且 ˛1C ˛2 D 1 . 我们来证明

f .˛1x1 C ˛2x2/ ⩽ ˛1f .x1/C ˛2f .x2/:
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不妨设 x1 ⩽ x2 . 由于 x1 ⩽ ˛1x1 C ˛2x2 ⩽ x2,故由 Lagrange中值定理有

f .˛1x1 C ˛2x2/ � f .x1/ D f 0.�/.˛1x1 C ˛2x2 � x1/

D ˛2f
0.�/.x2 � x1/

f .x2/ � f .˛1x1 C ˛2x2/ D f 0.�/.x2 � ˛1x1 � ˛2x2/

D ˛1f
0.�/.x2 � x1/

这里 x1 ⩽ � ⩽ ˛1x1 C ˛2x2 ⩽ � ⩽ x2 . 由 f 0的单调上升性, 有 f 0.�/ ⩽ f 0.�/,从而

˛1Œf .˛1x1 C ˛2x2/ � f .x1/� � ˛2Œf .x2/ � f .˛1x1 C ˛2x2/� ⩽ 0

或

f .˛1x1 C ˛2x2/ ⩽ ˛1f .x1/C ˛2f .x2/:

此即表明 f 是凸的.

推论 6.4

~
若函数 f W I �! R在 I 上 2次可导, 则 f 是凸 (凹)的, 当且仅当 f 00 ⩾ 0.⩽ 0/ .

例题 6.26证明：自然对数函数 x 7�! log x; x 2 RC
� 是凹的, 而 8˛ > 1,幂函数 x 7�! x˛; x 2 RC

� 是凸

的.
事实上,

.log x/00 D �
1

x2
< 0; .x˛/00 D ˛.˛ � 1/x˛�2 > 0;8x 2 RC

� :

下面介绍用曲线的切线判断函数凸凹性的定理.

定理 6.14

~

设函数 f W I �! R在 I 上可导, 则 f 是凸 (凹)的, 当且仅当函数 f 的曲线 � 不位于 � 上任意

一点M 的切线的下 (上)方.

证明 我们只对凸性进行证明.
(必要性)设 f 是凸的. M 0 D .x0; f .x0//是 � 上任意固定一点. � 在M0处的切线 T 的方程为

y D y.x/ D f .x0/C f 0.x0/.x � x0/:

为了证明 � 上的任一点M D .x; f .x//不位于 T 的下方, 我们只需证明

f .x/ � y.x/ ⩾ 0;8x 2 I:

事实上, 由 Lagrange中值定理, 我们有

f .x/ � y.x/ D f .x/ � f .x0/ � f 0.x0/.x � x0/

D Œf 0.�/ � f 0.x0/�.x � x0/;

这里 � 介于 x0与 x之间. 由于 f 是凸的, 根据定理6.13知 f 0在 I 上单调上升, 因此

f 0.�/ � f 0.x0/

8<:⩾ 0; 若 x > x0；

⩽ 0; 若 x < x0:

从而 f .x/ � y.x/ ⩾ 0;8x 2 I .
(充分性)假设定理的条件成立. 设 x1; x2 2 I; ˛1; ˛2 2 Œ0; 1�且 ˛1 C ˛2 D 1 . 不妨令 x1 ⩽ x2 . 于是
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x1 ⩽ ˛1x1 C ˛2x2 ⩽ x2 . 并且曲线 � 不位于 � 过点M D .˛1x1 C ˛2x2; f .˛1x1 C ˛2x2//的切线 T 的

下方, 因此我们有

f .x1/ � y.x1/ D f .x1/ � Œf .˛1x1 C ˛2x2/C f 0.˛1x1 C ˛2x2/.x � ˛1x1 � ˛2x2/� ⩾ 0;

f .x2/ � y.x2/ D f .x2/ � Œf .˛1x1 C ˛2x2/C f 0.˛1x1 C ˛2x2/.x2 � ˛1x1 � ˛2x2/� ⩾ 0:

由此得到

f .x1/ � f .˛1x1 C ˛2x2/ ⩾ ˛2f
0.˛1x1 C ˛2x2/.x1 � x2/;

f .x2/ � f .˛1x1 C ˛2x2/ ⩾ ˛1f
0.˛1x1 C ˛2x2/.x2 � x1/:

将第一个不等式乘以 ˛1,第二个不等式乘以 ˛2然后相加即得到

f .˛1x1 C ˛2x2/ ⩽ ˛1f .x1/C ˛2f .x2/:

因此 f 是凸的.

图 6.11

例题 6.27考虑函数 x 7�! f .x/ D x3; x 2 R3.
从图形上可以看出 8x > 0,函数 f 的曲线 �1 位于过点M.x, f .x//的切线 T1 的上方, 而 8x < 0,

函数 f 的曲线 �2 位于过点 M.x; f .x// 的切线 T2 的下方. 因此 f 在 .0;C1/ 上是凸的, 而 f 在

.�1; 0/上是凹的.
在原点 .0; 0/处函数 f 的切线为 x 轴. 因此 f 的曲线 � 穿过原点时, f 由凹变为凸. 函数 f 的这

种点值得我们注意, 这就是下面介绍的拐点.

图 6.12

曲线的拐点
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定义 6.8

|

设 I � R是任一非空区间, f W I �! R是任一函数, a 2 I 是一内点. 我们称 a是 f 的拐点, 如
果存在 ı > 0,使得

1. f 在 .a � ı; a/上的限制是凸 (凹)的,
2. f 在 .a; aC ı/上的限制是凹 (凸)的.

通常我们称 .a; f .a//是函数 f 的曲线 � 的拐点.

根据此定义知, 函数 x 7�! f .x/ D x3; x 2 R有唯一的拐点 0.

图 6.13

注

从图6.13所示的在拐点M0 的邻域内函数 f 的图形直出, f 的曲线 � 从拐点M0 的切线的一侧穿

到另一侧. 但必须注意, 曲线从某点的切线一侧穿到另一侧并不是拐点的充分条件. 我们可以构造出这
样的函数 f ,虽然 f 的图形分别位于某点M0的切线的两侧, 但在两侧 f 并不保持确定的凸凹性.
例题 6.28考虑函数 f W R �! R,它定义为

f .x/ D

8̂̂̂̂
<̂
ˆ̂̂:
x2
ˇ̌̌
sin

�

x

ˇ̌̌
; x > 0

0; x D 0

�x2
ˇ̌̌
sin

�

x

ˇ̌̌
; x < 0

它的图形如下图所示：

图 6.14

此函数的曲线 � 位于过原点的切线 (即 x 轴)的两侧, 但原点并不是 � 的拐点. 因为 f 在 x D 0

的任意右侧邻域与左侧邻域内都不保持凸凹性不变.
关于函数拐点的判别, 我们有下面的定理.
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定理 6.15

~

设 f W I �! R是任一函数, a 2 I 是一内点.
1. 若 a是 f 的拐点, 并且 f 00.a/存在, 则 f 00.a/ D 0 .
2. 若存在 ı > 0,使得 f 在 VB.a; ı/上 2次可导, 且

f 00.x/

8<:> 0; 8x 2 VBC.a; ı/;

< 0; 8x 2 VB�.a; ı/；
或 f 00.x/

8<:< 0; 8x 2 VBC.a; ı/;

> 0; 8x 2 VB�.a; ı/:

则 a是 f 的拐点.

证明

1. 因为 f 00.a/存在, 所以存在 ı > 0,使得 f 0在 .a � ı; aC ı/上存在.
另一方面. 由于 a是 f 的拐点, 故由定义知, 只要 ı > 0充分小. f 在 .a � ı; a/上是凸 (凹)的,
而在 .a; aC ı/上 f 是凹 (凸)的, 不妨设 f 在 .a � ı; a/上是凸的, 而 f 在 .a; aC ı/上是凹的,
于是根据定理6.13, f 0在 .a � ı; a/上单调上升, 在 .a; aC ı/上 f 0单调下降, 从而

8x 2 .a � ı; a/; f 0.x/ ⩽ f 0.a/;

8x 2 .a; aC ı/; f 0.x/ ⩽ f 0.a/:

由此推得

f 00.a/ D f 00
� .a/ D lim

x!a�

f 0.x/ � f 0.a/

x � a
⩾ 0;

f 00.a/ D f 00
C.a/ D lim

x!aC

f 0.x/ � f 0.a/

x � a
⩽ 0:

因此 f 00.a/ D 0 .
2. 设 f 在 VB.a; ı/上 2次可导, 并且假设 8x 2 VB�.a; ı/, f 00.x/ < 0； 8x 2 VBC.a; ı/; f

00.x/ > 0 .
根据定理6.13的推论知, f 在 .a � ı; a/上是凹的, 而在 .a; aC ı/上 f 是凸的, 因此 a是 f 的拐

点.
对 f 00.x/ > 0;8x 2 VB�.a; ı/； f 00.x/ < 0;8x 2 VBC.a; ı/的情形证明完全类似. 定理证毕.
这个定理表明, 若 f W I �! R在 I 上 2次可导, 则 f 的拐点只可能存在于 f 00的零点之中.

例题 6.29证明：正弦函数 x ! sin x; x 2 R的拐点为 x D n�.n 2 Z/ .
因为正弦函数 x 7�! sin x; x 2 R在 R上是 2次可导的, 并且 sin00 x D � sin x.8x 2 R/,所以

sin00 x D 0 ” sin x D 0 ” x D n�.n 2 N/:

另一方面, 由于

f 00.x/ D � sin x

8̂̂̂̂
ˆ̂̂̂<̂
ˆ̂̂̂̂̂̂
:

< 0; 8x 2

�
2k�; 2k� C

�

2

�
;

> 0; 8x 2

�
2k� �

�

2
; 2k�

�
;

> 0; 8x 2

�
.2k C 1/�; .2k C 1/� C

�

2

�
;

< 0; 8x 2

�
.2k C 1/� �

�

2
; .2k C 1/�

�
:

.k 2 Z/

故由定理??知, x D n�.n 2 Z/就是正弦函数 x 7�! sin x, x 2 R的全部拐点.
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图 6.15

3. 函数不定型极限的计算
导数的一个重要应用就是可用计算导数的方法求很大一类函数不定型极限, 即下面的 L’Hospital

法则.

定理 6.16 (L’Hospital法则)

~

设 .a; b/是任一开区间 .�1 ⩽ a < b ⩽ C1/; f; g W .a; b/ �! R是任意两个函数, 满足下述条
件：

1. f; g在 .a; b/上可导, g0.x/ ¤ 0;8x 2 .a; b/；

2. lim
x!aC

f .x/ D lim
x!aC

g.x/ D 0或˙1；

3. lim
x!aC

f 0.x/

g0.x/
D A 2 R .

则我们也有

lim
x!aC

f .x/

g.x/
D A

当 x ! b�时也有类似的结论.

证明 首先我们证明：存在 c 2 .a; b/使得

g.x/ ¤ 0;8x 2 .a; c/:

事实上, 由假设 g0.x/ ¤ 0;8x 2 .a; b/,故由 Darboux定理 (定理6.10 )的推论知 g0.x/ > 0;8x 2

.a; b/, 或 g0.x/ < 0;8 x 2 .a; b/ . 从而 g 在 .a; b/ 上是严格单调的, 故不论 lim
x!aC

g.x/ D 0 或

lim
x!aC

g.x/ D ˙1,我们总可以找到一个 c 2 .a; b/,使得 g.x/ ¤ 0, 8x 2 .a; c/.

下面我们对 A分三种情况来讨论：

1)A < C1：任取 p; q 2 R,使得 A < p < q .

由于 lim
x!aC

f 0.x/

g0.x/
D A,故存在 c1 2 .a; c/使得

f 0.x/

g0.x/
< p < q;8x 2 .a; c1/

于是 8x; y 2 .a; c1/且 x ¤ y,由 Cauchy中值定理有
f .x/ � f .y/

g.x/ � g.y/
D
f 0.�/

g0.�/
( � 介于 x与 y 之间).

由此得到
f .x/ � f .y/

g.x/ � g.y/
< p < q;8x; y 2 .a; c1/: (6.3)
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若 lim
x!aC

f .x/ D lim
x!aC

g.x/ D 0,则在6.3中固定 x 2 .a; c1/,并令 y ! aC得到

f .x/

g.x/
< q;8x 2 .a; c1/:

若 lim
x!aC

f .x/ D lim
x!aC

g.x/ D ˙1,则由于 lim
x!aC

1 � f .y/=f .x/

1 � g.y/=g.x/
D 1 . (这里固定 y 2 .a; c1// . 故

有
1 � f .y/=f .x/

1 � g.y/=g.x/
D 1C o.1/ ( x ! aC). 从而由6.3式得到

f .x/Œ1 � f .y/=f .x/�

g.x/Œ1 � g.y/=g.x/�
D
f .x/

g.x/
Œ1C o.1/� < p

或
f .x/

g.x/
<

p

1C o.1/
.x ! aC/:

于是存在 c2 2 .a; c1/使得
p

1C o.1/
< q,或

f .x/

g.x/
< q;8x 2 .a; c2/:

总之不论 lim
x!aC

f .x/ D lim
x!aC

g.x/ D 0或˙1,我们证明了下述结论：

.8q > A/.9cq > a/.8x 2 .a; cq// H)
f .x/

g.x/
< q (6.4)

因此当 A D �1时, 8M > 0,若取 q D �M ,则6.4式表明

lim
x!aC

f .x/

g.x/
D A D �1

2)A > �1：任取 Np; Nq 2 R使得 Nq < Np < A . 这时我们可类似证明下述结论成立：

.8Nq < A/.9c Nq > a/.8x 2 .a; c Nq// H)
f .x/

g.x/
> q� (6.5)

因此当 A D C1时, 8M > 0,若取 Nq D M ,则上述 6.5式表明

lim
x!aC

f .x/

g.x/
D A D C1:

3)�1 < A < C1：这时 8" > 0,若取 q D AC "; Nq D A � "则存在 d D min.cq; c Nq/使得

8x 2 .a; d/ H) A � " <
f .x/

g.x/
< AC ":

此即表明

lim
x!0C

f .x/

g.x/
D A:

对 x ! b�的情形可类似证明.
注上述 L’Hospital法则解决了函数的

0

0
与

1

1
不定型的极限计算问题. 0 � 0与1 � 1不定型我们在第

4章 §3中已经证明了通过适当处理都可以化为
0

0
或

1

1
不定型, 至于函数的 11; 0ı;1ı 不定型, 通过

先取自然对数的方法也可以把它们化为 0 � 1不定型. 例如设 u.x/v.x/是 00不定型,

logu.x/v.x/
D v.x/ logu.x/

就是 0 � 1不定型.
因此我们可以说, L’Hospital法则原则上完全解决了函数的所有不定型极限的计算问题.
下面举几个例子说明 L’Hospital法则的应用.
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例题 6.30计算 lim
x!0

ex � e�x

sin x
.

这是
0

0
不定型. 它满足 L’Hospital法则的全部条件, 并且

lim
x!0

.ex � e�x/0

.sin x/0
D lim

x!0

ex C e�x

cos x
D 2

因此

lim
x!0

ex � e�x

sin x
D 2

例题 6.31计算 lim
x!1

xx � x

log x � x C 1
.

这是
0

0
不定型. 计算这个极限时, 我们必须重复应用 L’Hospital法则.

lim
x!1

xx � x

log x � x C 1
D lim

x!1

xx.1C log x/ � 1
1
x

� 1

D lim
x!1

xxC1.1C log x/ � x

1 � x

D lim
x!1

x � lim
x!1

xx.1C log x/ � 1

1 � x

D lim
x!1

xxŒ.1C log x/2 C
1
x
�

�1

D �2

例题 6.32计算 lim
x!C1

log x
x˛

; lim
x!C1

x˛

ax
.˛ > 0; a > 1/ .

它们都是
1

1
不定型. 由 L’Hospital法则得到

lim
x!C1

log x
x˛

D lim
x!C1

1
x

˛x˛�1
D lim

x!C1

1

˛x˛
D 0:

对于
x˛

ax
,由于 ˛ > 0是一定数, 故存在 n 2 N使得 ˛ � n ⩽ 0 . 因此对

x˛

ax
应用 n次 L’Hospital法

则得到

lim
x!C1

x˛

ax
D lim

x!C1

˛x˛�1

ax log a
D lim

x!C1

˛.˛ � 1/x˛�2

ax.log a/2
D � � �

D lim
x!C1

˛.˛ � 1/ � � � .˛ � nC 1/xa�n

ax.log a/n

D 0:

例题 6.33设 ˛ > 0,计算 lim
x!0C

x˛ log x .

这是 0 � 1不定型. 我们把它化为
1

1
不定型

lim
x!0C

x˛ log x D lim
x!0C

log x
x�˛

D lim
x!0C

1
x

.�˛/x�˛�1
D lim

x!0C

x˛

�˛
D 0

例题 6.34计算 lim
x!0C

x
1

1Clogx .
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这是 0ı不定型. 由 log x
1

1Clogx D
log x

1C log x
得到

lim
x!0C

log x
1

1Clogx D lim
x!0C

log x
1C log x

D lim
x!0C

1
x
1
x

D 1:

从而

lim
x!0C

x
1

1Clogx D lim
x!0C

elogx
1

1Clogx
D e:

K�习题 6.4k

1. 证明下述各不等式：
1) x < arcsin x <

x
p
1 � x2

; 0 < x < 1；

2) log.1C x/ >
arctan x
1C x

; x > 0；

3)
ˆ b

a

1

log x
dx <

2b

log b
; e2 < a < b；

4) ex <
1

1 � x
; x < 1；

5) .x˛
C y˛/

1
˛ < .xˇ

C yˇ /
1
ˇ ; x > 0; y > 0; ˇ > ˛ > 0.

2. 证明下述恒等式：

8x 2 R;
ˆ sin2 x

0

arcsin
p
t dt C

ˆ cos2 x

0

arccos
p
t dt D

�

4
:

3. 设函数 f W Œa; b� ! R在点 c 2 .a; b/的邻域 B.c; ı/上可导, 且 f 0 在 c 处连续, f 0.c/ ¤ 0. 证明：
存在 0 < � ⩽ ı, 使得 f 在 B.c; �/上是单调的.
若 f 0在 c 处不连续, 则上述结论可以不成立. 试研究函数：

x 7�! f .x/ D

8̂<̂
:
x

2
C x2 sin

1

x
; x < 0；

0; x D 0:

1) 证明：函数

x 7�! g.x/ D

8̂<̂
:x

2 sin
1

x
; x ¤ 0；

0; x D 0

在 x D 0的任意邻域内既有 g0.x/ D 1的点, 也有 g0.x/ D �1的点；

2) 证明：在 x D 0的任意邻域内既有 f 0.x/ > 0的点, 也有 f 0.x/ < 0的点；

3) 由此推出 f 在 x D 0的任意邻域内都不是单调的.
4. 设 f W Œa; b� ! R满足：

1) f 在 Œa; b�上连续；

2) 8x 2 .a; b/; f 0.xC/与 f 0.x�/至多有一个存在, 并且非负 (可以为C1).
证明：f 在 Œa; b�上是单调上升的. 为此：
1) 假设存在 ˛; ˇ 2 Œa; b�; ˛ < ˇ, 使得 f .˛/ > f .ˇ/. 考虑直线 yk.x/ D �k.x � ˛/C f .˛/, 证
明存在 k0 > 0, 使得 yk0

.ˇ/ > f .ˇ/；

2) 令 E D fx 2 Œ˛; ˇ� j f .x/ ⩾ yk0
.x/g; � D supE. 证明：f 0

C.�/ < 0; f
0

�.�/ < 0；
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3) 由此推出 f 在 Œa; b�上单调上升.
5. 设函数 f W Œa; b� ! R在 Œa; b�上连续, 且 8x 2 .a; b/; f 0

C.x/与 f 0
�.x/中至少有一个存在. 记它

为 f 0
" .x/; ." D ˙/. 试利用第 3题的结论证明：

inf
x2.a;b/

f 0
" .x/ ⩽

f .b/ � f .a/

b � a
⩽ sup

x2.a;b/

f 0
" .x/:

6. 证明：函数 x 7! log
� x

sin x

�
; 0 < x <

�

2
是凸的.

7. 证明：函数

x 7�!

8<:.x � 2/2; x 2 Œ0;C1/

.x C 2/2; x 2 .�1; 0�

在 .�1; 0�与 Œ0;C1/上是凸的, 但 f 在 R上不是凸的.
8. 设函数 f W I ! J 与 g W J ! R是凸函数, 且 g是单调上升的. 证明：g ıf W I ! R也是凸函数.
9. 设函数 f W I ! R满足 (I 是一个区间)：

f

�
x C y

2

�
⩽ 1

2
Œf .x/C f .y/�;8x; y 2 I:

1) 证明：8k D
m

2n
2 Œ0; 1�; f .kx C .1 � k/y/ ⩽ kf .x/C .1 � k/f .y/；

2) 证明：若 f 在 I 上连续, 则 f 是凸的.
10. 设 f W I ! R是任一凸函数 (I 是一有限闭区间).

1) 证明：8˛; ˇ 2 R; ˛ < ˇ, 且 Œ˛; ˇ� � VI , f 在 Œ˛; ˇ�上是 Lipschitz函数；
2) 证明：f 在 VI 上连续；

3) 举例说明凸函数 f W I ! R在 I 上不一定连续.
11. 设 f W I ! R是任一凸函数.

1) 证明：8x 2 I; f 0
C.x/与 f 0

�.x/存在, 并且 f 0
�.x/ ⩽ f 0

C.x/；

2) 证明：函数 x 7! f 0
�.x/与 x 7! f 0

C.x/; x 2 VI 是单调上升的, 并且

8a; b 2 VI ; f 0
C.a/ ⩽

f .b/ � f .a/

b � a
⩽ f 0

�.b/:

12. 设 I 是任一非空开区间, f W I ! R是任一函数. 证明：f 是凸的充要条件是 f 在 I 上连续, 且
在 I 上有单调上升的左、右导函数存在.

13. 设 I 是任一开区间, f W I ! R是任一函数.
1) 设 a 2 I; f 是凸的. 证明：f 的图形 C 位于直线 y D f .a/ C m.x � a/ 上方当且仅当

f 0
�.a/ ⩽ m ⩽ f 0

C.a/；

2) 设 f 在 I 上连续, 右 (或左)可导, 且满足：

8a; x 2 I; f .x/ ⩾ f .a/C f 0
C.a/.x � a/

(或 f .x/ ⩾ f .a/C f 0
�.a/.x � a/). 证明：f 是凸的.

14. 设 f W .a; b/ ! R是 C 1类的, 并且是严格凸的 (即 8x1; x2 2 .a; b/; 8˛1; ˛2 2 Œ0; 1�; ˛1 C˛2 D 1;

满足

f .˛1x1 C ˛2x2/ < ˛1f .x1/C ˛2f .x2/:

1) 证明：f 的图像 � 上每一点的切线的斜率组成的实数集合是一开区间 J；

2) 证明：f 0
W .a; b/ ! J 是可逆的, 记 k W J ! .a; b/为 f 0的反函数；
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�习题 6.4

3) 8� 2 J , 定义函数 h� W .a; b/ ! R为：

h�.x/ D �x � f .x/;8x 2 .a; b/:

证明：h�在 .a; b/上有唯一的极大值点, 记为 x�；

4) 定义函数 g W J ! R为：

g.�/ D h�.x�/ D sup
x2.a;b/

.�x � f .x//;8� 2 J:

试写出函数 f; k; g所满足的关系式；

5) 证明：g在 J 上连续；

6) 证明：g在 J 上是凸函数.
15. 设函数 f W Œa; b� ! R在 Œa; b�上二阶可导, 证明：

f 00.x/ D lim
h!0

f .x C h/C f .x � h/ � 2f .x/

h2
;8x 2 .a; b/:

16. 计算下列各极限值：
1) lim

x!0

x � tan x
x3

；

2) lim
x!0

xex � log.1C x/

x2
；

3) lim
x!0

sin x log x；

4) lim
x!1

.
1

log x
�

1

x � 1
/；

5) lim
x!0

Œ
1

log.x C
p
1C x2/

�
1

log.1C x/
�；

6) lim
x!1�

.1 � x2/
1

log.1�x/；

7) lim
x!0

.
tan x
x
/

1

x2；

8) lim
x!0

.
cos x
cosh x

/
1

x2；

9) lim
x!0C

.cot x/sinx；

10) lim
x! �

2

.sin x/tanx .
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第七章 原函数

这一章我们介绍一元实值函数的原函数概念, 讨论了 Riemann 积分与原函数的关系, 给出了一系
列计算原函数的实际方法.

7.1 Newton-Leibniz公式

1. 原函数定义
在第 5章, 我们系统地介绍了一元实值函数 f W Œa; b� �! R的 Riemann积分理论. 但有一个很重

要的问题没有解决：如何具体计算一个函数 f 的 Riemann积分值
ˆ b

a

f .x/dx .

当然, 直接按积分定义或用 Riemann 和极限计算积分是一个办法, 然而能够用这种方法去计算的

函数毕竟是少数, 而且计算起来也不方便. 因此寻找计算积分
ˆ b

a

f .x/dx 的行之有效的方法就是这一

章主要的研究内容.
下面介绍的原函数概念就是计算积分的一个重要工具.

定义 7.1

|

设 I � R是任一非空区间, f W I ! R是任一函数, 若存在函数 F W I ! R使得：

1. F 在 I 上可导,
2. F 0.x/ D f .x/;8x 2 I ,

则我们称 F 是函数 f 的一个原函数.

这里有两个问题需要研究：其一, 是否任一个函数 f W I ! R都有原函数存在？其二, 若 f 有原

函数存在, 原函数是否唯一？
我们先研究唯一性问题.
2. 原函数的非唯一性

定理 7.1

~
若函数 F W I ! R是 f W I ! R的一个原函数, 则 8C 2 R; F C C 也是 f 的原函数.

证明 因为 F 是 f 的原函数, 故由定义有

F 0.x/ D f .x/;8x 2 I:

显然 8C 2 R; F C C 在 I 上可导, 并且

.F.x/C C/0 D F 0.x/ D f .x/;8x 2 I:

因此 F C C 也是 f 的一个原函数.
此定理表明, 若原函数存在, 它就不是唯一的, 下一定理指出了两个原函数之间的关系.

定理 7.2

~

若 F;G 是 f W I ! R的两个原函数, 则存在常数 C 使得

F D G C C:



7.1 Newton-Leibniz公式

证明 因为 F 与 G 是函数 f 的原函数, 故 F 与 G 在 I 上可导, 并且

8x 2 I; F 0.x/ D f .x/;G0.x/ D f .x/:

从而

8x 2 I; F 0.x/ D G0.x/:

根据第 6章 �3的命题??推论, 存在常数 C 2 R使得

F �G D C 或 F D G C C:

原函数的记法 根据上面两个定理, f 的所有原函数只能表示成 F C C 的形式, 其中 F 是 f 的

一个原函数. 因此今后我们用符号
ˆ
f .x/dx 表示函数 f 的任意一个原函数. 通常

ˆ
f .x/dx 也称为函

数 f 的不定积分, 而将
ˆ b

a

f .x/dx称为函数 f 的定积分.

现在我们来研究原函数的存在性.
3. 原函数的存在性

定理 7.3

~

设 I � R是任一非空区间, f W I ! R是任一连续函数. 那么下述结论成立.
1. f 的原函数存在, 并且 8x0 2 I , 函数

x 7�! F.x/ D

ˆ x

x0

f .t/dt

是 f 的一个原函数.

2. 8a; b 2 I;

ˆ b

a

f .x/dx D F.b/ � F.a/ .

证明

1. 函数 F 是 f 的积分函数, 在第 6 章 �1 的例6.6中我们已经证明了 F 在 I 上可导, 并且 8x 2

I; F 0.x/ D f .x/ , 因此 F 是 f 的一个原函数.
2. 利用积分的性质, 我们有 ˆ b

a

f .x/dx D

ˆ x0

a

f .x/dx C

ˆ b

x0

f .x/dx

D

ˆ b

x0

f .x/dx �

ˆ a

x0

f .x/dx

D F.b/ � F.a/:

这个定理建立了连续函数 f 的原函数与 f 在 Œa; b�上的 Riemann积分之间的联系. 下面一个定理
把上述结论推广到了一般可积函数.

定理 7.4 (Newton-Leibniz公式)

~

设 f W Œa; b� ! R是任一 Riemann可积函数, 若 F 是 f 的原函数, 则ˆ b

a

f .x/dx D F.b/ � F.a/

证明 首先由于 f 2 RŒa; b� , 故根据定理5.4知, 8" > 0 , 存在两个阶梯函数 h; k W Œa; b� ! R使得

jf .x/ � h.x/j ⩽ k.x/;8x 2 Œa; b�;

ˆ b

a

k.x/dx <
"

2
:
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7.1 Newton-Leibniz公式

现在设 � D .a0; a1; � � � ; am/ 是同时适合于 h 与 k 的 Œa; b� 的一个分割. 因此 h 与 k 在开区间

.ai ; aiC1/上 .i D 0; 1; � � � ; m � 1/取常数值.
另一方面, 对此分割 � , 我们有

F.b/ � F.a/ D F .a1/ � F .a0/C F .a2/ � F .a1/C � � � C F .am/ � F .am�1/ ;ˆ b

a

f .x/dx D

n�1X
iD0

ˆ aiC1

ai

f .x/dx

由于 F 是 f 的原函数, 故 F 在 Œa; b�上可导, 并且 F 0.x/ D f .x/;8x 2 Œa; b� . 因此由 Lagrange中值定
理, 我们有：8i D 0; 1; � � � ; m � 1 ,

F .aiC1/ � F .ai / D F 0 .�i / .aiC1 � ai /

D f .�i / .aiC1 � ai / ;

这里 ai < �i < aiC1 . 从而 ˇ̌̌̌
ˇF.b/ � F.a/ �

ˆ b

a

f .x/dx

ˇ̌̌̌
ˇ

D

ˇ̌̌̌
ˇ
m�1X
iD0

�
F .aiC1/ � F .ai / �

ˆ aiC1

ai

f .x/dx
�ˇ̌̌̌
ˇ

D

ˇ̌̌̌
ˇ
m�1X
iD0

f .�i / .aiC1 � ai / �

ˆ aiC1

ai

f .x/dx

ˇ̌̌̌
ˇ

D

ˇ̌̌̌
ˇ
m�1X
iD0

ˆ aiC1

ai

Œf .�i / � f .x/� dx

ˇ̌̌̌
ˇ

⩽
m�1X
iD0

ˆ aiC1

ai

jf .�i / � f .x/j dx:

由于 h与 k在 .ai ; aiC1/上取常值, 故

jf .�i / � f .x/j ⩽ jf .�i / � h .�i /j C jh.x/ � f .x/j

⩽ k .�i /C k.x/

D 2k.x/;8x 2 .ai ; aiC1/:

因此 ˇ̌̌̌
ˇF.b/ � F.a/ �

ˆ b

a

f .x/dx

ˇ̌̌̌
ˇ ⩽ 2

n�1X
iD0

ˆ ai C1

ai

k.x/dx

D 2

ˆ b

a

k.x/dx < "

由 " > 0的任意性, 我们得到 ˆ b

a

f .x/dx D F.b/ � F.a/

注

1. 由上述 Newton-Neibniz 公式可以看出, 计算函数 f W Œa; b� ! R 在 Œa; b� 上的 Riemann 积分值ˆ b

a

f .x/dx 就转化为

1) 找 f 的一个原函数 F .
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�习题 7.1

2) 计算 F 在 a; b两点的值的差 F.b/�F.a/ . 因此下面几节的任务就是研究如何去求一个函数
的原函数.

2. 关于原函数与 Riemann可积性的关系我们指出下面两点注意的地方.
其一：并不是每一个 Riemann可积函数 f 都有原函数存在. 例如定义在 Œ0; 1�上的 Riemann函数

R , 在第 5章 §2例5.9中我们证明了它在 Œ0; 1�上是 Riemann可积的, 并且
ˆ 1

0

R.x/dx D 0 . 从而

8x 2 Œ0; 1� , Riemann函数 R在 Œ0; x�上可积并且ˆ x

0

R.t/dt D 0

如果 Riemann函数 R W Œ0; 1� �! R在 Œ0; 1�上有原函数 F W Œ0; 1� �! R存在, 那么由定义知

F 0.x/ D R.x/;8x 2 Œ0; 1�:

另一方面, 由上述定理7.4知：8x 2 Œ0; 1� ,

F.x/ � F.0/ D

ˆ x

0

R.t/dt D 0;

从而

F.x/ D F.0/ 或 F 0.x/ D 0;8x 2 Œ0; 1�:

此矛盾说明 Riemann函数 R W Œ0; 1� ! R在 Œ0; 1�上不存在任何的原函数.
其二：并不是每一个具有原函数的有界函数都是Riemann可积的. 这从原函数的定义

�
F 0.x/ D f .x/

�
应该可以明白这一点, 但要具体构造出这样一个函数并非易事.

K�习题 7.1k

1. 考虑函数 F;G W RC
� ! R, 它们定义为：

8x 2 RC
� ; F .x/ D

ˆ x

1

1

t
dt; G.x/ D

ˆ bx

b

1

t
dt .b > 0/:

1) 计算 F 0.x/; G0.x/; 8x 2 RC
�；

2) 利用定理7.3证明下述我们在定理5.13中已证明过的公式：

log aC log b D log ab; a > 0; b > 0:

2. 设函数 f W Œa; b� ! R在 Œa; b�上连续. 试利用定理7.3及第 6章 §3的 Darboux定理 (定理 6.13)证
明：f 取介于 f .a/与 f .b/之间的一切中间值 (即满足介值性质).

3. 设函数 f W I ! R在区间 I 上连续, 函数 h; k W J ! I 在区间 J 上可导. 定义函数 F W J ! R如

下：

8x 2 J; F.x/ D

ˆ k.x/

h.x/

f .t/ dt:

试利用定理7.3证明：函数 F 在 J 上可导, 并且

F 0.x/ D f .k.x//k0.x/ � f .h.x//h0.x/; 8x 2 J:

4. 此题是 Newton-Leibniz公式的推广.
设函数 f W Œa; b� ! R 在 Œa; b� 上 Riemann 可积, 函数 F W Œa; b� ! R 在 Œa; b� 上连续, 并且
8x 2 Œa; b�, F 0

C.x/与 F 0
�.x/中至少有一个存在, 并且 F 0

".x/ D f .x/(这里 " D ˙). 试利用第 6章
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7.2 求原函数的一般法则

§4习题 5的结论证明： ˆ b

a

f .x/ dx D F.b/ � F.a/:

5. 设函数 f W Œa; b� ! R 在 Œa; b� 上 Riemann 可积, 函数 F W Œa; b� ! R 在 Œa; b� 上连续, 并且
8x 2 .a; b/, F 在 x处的对称导数 (见第 6章 §1习题 7)满足 F 0

s.x/ D f .x/. 证明：ˆ b

a

f .x/ dx D F.b/ � F.a/:

利用此公式计算

ˆ 2

�1

sgn.x/ dx.(取 F.x/ D jxj, 并证明 F 0
s.x/ D sgn.x/; 8x 2 R:

7.2 求原函数的一般法则

首先我们介绍基本初等函数的原函数.
1. 基本初等函数的原函数
直接从原函数的定义容易证明下列各公式成立.

1.
ˆ
adx D ax C C.a 2 R/ .

2.
ˆ
xadx D

xaC1

aC 1
C C.a ¤ �1/ .

3.
ˆ
1

x
dx D log jxj C C .

4.
ˆ

exdx D ex
C C .

5.
ˆ
axdx D

ax

log a
C C.0 < a > 1/ .

6.
ˆ

sin xdx D � cos x C C .

7.
ˆ

cos xdx D sin x C C .

8.
ˆ

sinh xdx D cosh x C C .

9.
ˆ

cosh xdx D sinh x C C .

10.
ˆ

1

1C x2
dx D arctan x C C .

11.
ˆ

1
p
1 � x2

dx D arcsin x C C .

12.
ˆ

1
p
x2 C 1

dx D log
�
x C

p
x2 C 1

�
C C D arcsinh x C C .

13.
ˆ

1
p
x2 � 1

dx D log
ˇ̌̌
x C

p
x2 � 1

ˇ̌̌
C C.D arccosh x C C;若 x > 1/:

14.
ˆ

1

1 � x2
dx D

1

2
log

ˇ̌̌̌
1C x

1 � x

ˇ̌̌̌
C C.D arctanh x C C;若 jxj < 1/:
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7.2 求原函数的一般法则

熟悉掌握上面所列举的这些基本初等函数的原函数将有益于我们计算更复杂的函数的原函数.
2. 计算原函数的三个方法

定理 7.5 (代数运算法)

~

设函数 f; g W I ! R在区间 I 上有原函数存在. 则
1. 8� 2 R; �f 也有原函数存在, 并且ˆ

.�f /.x/dx D �

ˆ
f .x/dx C C

2. f C g也有原函数存在, 并且ˆ
.f C g/.x/dx D

ˆ
f .x/dx C

ˆ
g.x/dx C C

证明

1. 设 � 2 R . 由于 f 有原函数存在, 故由原函数定义我们有�ˆ
f .x/dx

�0

D f .x/;8x 2 I:

从而 �
�

ˆ
f .x/dx

�0

D �

�ˆ
f .x/dx

�0

D �f .x/ D .�f /.x/;8x 2 I:

此即表明函数 �f 有原函数 �

ˆ
f .x/dx , 因此
ˆ
.�f /.x/dx D �

ˆ
f .x/dx C C

2. 由于 g有原函数, 故 �ˆ
g.x/dx

�0

D g.x/;8x 2 I:

从而 �ˆ
f .x/dx C

ˆ
g.x/dx

�0

D

�ˆ
f .x/dx

�0

C

�ˆ
g.x/dx

�0

D f .x/C g.x/

D .f C g/.x/;8x 2 I:

此即表明 f C g有原函数

ˆ
f .x/dx C

ˆ
g.x/dx . 因此

ˆ
.f C g/.x/dx D

ˆ
f .x/dx C

ˆ
g.x/dx C C:

例题 7.1证明：8n 2 N ,ˆ �
anx

n
C an�1x

n�1
C � � � C a1x C a0

�
dx D

an

nC 1
xnC1

C
an�1

n
xn

C � � � C
a1

2
x2

C a0x C C
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7.2 求原函数的一般法则

事实上, 8k 2 N;
ˆ
xkdx D

1

k C 1
xkC1 , 因此由上述定理我们推得

ˆ �
anx

n
C an�1x

n�1
C � � � C a1x C a0

�
dx

D

ˆ
anx

ndx C

ˆ
an�1x

n�1dx C � � � C

ˆ
a1xdx C

ˆ
a0dx

Dan

ˆ
xndx C an�1

ˆ
xn�1dx C � � � C a1

ˆ
xdx C a0

ˆ
1dx

D
an

nC 1
xnC1

C
an�1

n
xn

C � � � C
a1

2
x2

C a0x C C

例题 7.2计算
ˆ

sinnx cosmxdx.m; n 2 Z/ .

直接从原函数定义容易证明：

8a 2 R;
ˆ

sin axdx D

8̂<̂
:�

1

a
cos ax C C; a ¤ 0

C; a D 0

由于

sinnx cosmx D
1

2
Œsin.nCm/x C sin.n �m/x�;

故

ˆ
sinnx cosmxdx D

8̂̂̂̂
ˆ̂̂<̂
ˆ̂̂̂̂̂:

�
1

2

�
cos.nCm/x

nCm
C

cos.n �m/x

n �m

�
C C; n2

¤ m2

�
cos 2mx
4m

C C; n D m

cos 2mx
4m

C C; n D �m

定理 7.6 (分部积分法)

~

设 I � R是一非空区间, 函数 u , v W I �! R在 I 上是 C 1类的, 则ˆ
u.x/v0.x/dx D u.x/v.x/ �

ˆ
u0.x/v.x/dx

证明 由于函数 uv在 I 上是 C 1类的, 并且

Œu.x/v.x/�0 D u0.x/v.x/C u.x/v0.x/;8x 2 I :

故 uv是函数 u0v C uv0的一个原函数, 因此

u.x/v.x/ D

ˆ �
u0.x/v.x/C u.x/v0.x/

�
dx C C

从而 ˆ
u.x/v0.x/dx D u.x/v.x/ �

ˆ
u0.x/v.x/dx C C

推论 7.1

~

8a; b 2 I , ˆ b

a

u.x/v0.x/dx D Œu.x/v.x/�ba �

ˆ b

a

u0.x/v.x/dx

这里 Œu.x/v.x/�ba D u.b/v.b/ � u.a/v.a/ .
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7.2 求原函数的一般法则

证明 由于函数 u0v的任意两个原函数只相差一个常数, 并且
ˆ x

a

u0.t/v.t/dt 是 u0v的一个原函数, 故
ˆ
u0.x/v.x/dx D

ˆ x

a

u0.t/v.t/dt C C 0

从而 ˆ
u.x/v0.x/dx D u.x/v.x/ �

ˆ x

a

u0.t/v.t/dt C C � C 0

因此由定理7.4得到ˆ b

a

u.x/v0.x/ dx D

"
u.b/v.b/ �

ˆ b

a

u0.t/v.t/ dt C C � C 0

#
�

�
u.a/v.a/ �

ˆ a

a

u0.t/v.t/ dt C C � C 0

�
D u.b/v.b/ � u.a/v.a/ �

ˆ b

a

u0.x/v.x/ dx

D Œu.x/v.x/�ba �

ˆ b

a

u0.x/v.x/ dx

从上述定理可知, 对于给定的函数 f W I �! R , 要利用分部积分法计算它的原函数
ˆ
f .x/dx ,

需要注意下面两点：

1. 首先将 f .x/表示成 u.x/v0.x/的形式.
2. 原函数

ˆ
u0.x/v.x/dx易于计算.

例题 7.3计算
ˆ

log
�
1C x2

�
dx .

由 log
�
1C x2

�
D log

�
1C x2

�
� x0 , 及分部积分法有ˆ

log
�
1C x2

�
dx D

ˆ
log

�
1C x2

�
� x0dx

D x log
�
1C x2

�
�

ˆ �
log

�
1C x2

��0
xdx

D x log
�
1C x2

�
� 2

ˆ
x2

1C x2
dx

D x log
�
1C x2

�
� 2

ˆ
1C x2 � 1

1C x2
dx

D x log
�
1C x2

�
� 2

ˆ
dx C 2

ˆ
1

1C x2
dx

D x log
�
1C x2

�
� 2x C 2 arctan x C C:

例题 7.4计算
ˆ

eax sin bxdx;
ˆ

eax cos bxdx.b ¤ 0/ .

由 eax sin bx D eax

�
�
cos bx
b

�0

及分部积分法得到

ˆ
eax sin bx dx D

ˆ
eax

�
�
cos bx
b

�0

dx

D �
eax cos bx

b
�

ˆ �
eax

�0 �
�
cos bx
b

�
dx

D �
eax cos bx

b
C
a

b

ˆ
eax cos bx dx: (7.1)
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7.2 求原函数的一般法则

又 eax cos bx D eax

�
sin bx
b

�0

ˆ
eax cos bxdx D

ˆ �
sin bx
b

�0

eaxdx

D

�
�
sin bx
b

�
eax

�

ˆ sin bx
b

�
eax

�0 dx
D

eax sin bx
b

�
a

b

ˆ
eax sin bxdx: (7.2)

将式(7.2)代入式(7.1)得到 ˆ
eax sin bxdx D �

eax cos bx
b

C
aeax sin bx

b2

�
a2

b2

ˆ
eax sin bxdx

或 ˆ
eax sin bxdx D

1

a2 C b2
eax.a sin bx � b cos bx/C C

同理式(7.2)代入式(7.1)得到ˆ
eax cos bxdx D

1

a2 C b2
eax.a cos bx C b sin bx/C C:

例题 7.5计算 In D

ˆ �=2

0

cosn xdx.n D 0; 1; 2; � � � / .

首先设 n ⩾ 2 . 由于
cosn x D cos x cosn�1 x D .sin x/0 cosn�1 x;

故由分部积分法得到

In D

ˆ �
2

0

cosn xdx

D

ˆ �
2

0

.sin x/0 cosn�1 xdx

D
�
sin x cosn�1 x

��
2

0
�

ˆ �
2

0

sin x
�
cosn�1 x

�0 dx
D .n � 1/

ˆ �
2

0

cosn�2 x sin2 xdx

D .n � 1/

ˆ �
2

0

cosn�2 x
�
1 � cos2 x

�
dx

D .n � 1/

ˆ �
2

0

cosn�2 xdx � .n � 1/

ˆ �
2

0

cosn xdx

D .n � 1/In�2 � .n � 1/In:

由此得到 In的下述递推公式

In D
n � 1

n
In�2:

从而

I2k D
2k � 1

2k
I2.k�1/ D

2k � 1

2k
�
2k � 3

2.k � 1/
� � �
1

2
I0

I2kC1 D
2k

2k C 1
I2k�1 D

2k

2k C 1
�
2k � 2

2k � 1
� � �
2

3
I1
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7.2 求原函数的一般法则

由于

I0 D

ˆ �
2

0

dx D
�

2
; I1 D

ˆ �
2

0

cos xdx D 1

故最后我们得到

In D

8̂̂<̂
:̂
1 � 3 � 5 � � � � � .2k � 1/

2 � 4 � 6 � � � � 2k

�

2
; n D 2k；

2 � 4 � 6 � � � � 2k

1 � 3 � 5 � � � � � .2k C 1/
; n D 2k C 1:

.k 2 N/

下面我们利用 In的表达式推导出计算无理数 � 的著名Wallis公式.
首先由 I2n与 I2nC1的表达式得到

I2n

I2nC1
D

�
1 � 3 � 5 � � � � � .2n � 1/

2 � 4 � 6 � � � � � �2n

�2

.2nC 1/ �
�

2
:

另一方面, 在
h
0;
�

2

i
内, 下述不等式成立：

0 ⩽ cos2nC1 x ⩽ cos2n x ⩽ cos2n�1 x.8n 2 N/:

由此得到

0 < I2nC1 ⩽ I2n ⩽ I2n�1.8n 2 N/:

从而

1 ⩽ I2n

I2nC1
⩽ I2n�1

I2nC1
.8n 2 N/:

但是
I2n�1

I2nC1
D
2nC 1

2n
! 1.n ! C1/;

故我们得到 lim
n!C1

I2n

I2nC1
D 1 , 或

lim
n!C1

�
1 � 3 � 5 � � � � � .2n � 1/

2 � 4 � 6 � � � � �2n

�2

� .2nC 1/ �
�

2
D 1

由此推得

lim
n!C1

�
2 � 4 � 6 � � � � 2n

1 � 3 � 5 � � � � � .2n � 1/

�2

�
1

n
D �:

这就是著名的Wallis公式.

定理 7.7 (变元替换法)

~

设 I; J � R是两个非空区间, 函数 ' W J �! R在 J 上是 C 1 类的, 函数 f W I �! R在 I 上连

续, 并且 '.J / � I .
1. 若 F W I �! R是 f 的原函数, 则ˆ

f .'.t//'0.t/dt D F.'.t//C C;8t 2 J:

2. 若 ˚ W J �! R是函数 t 7�! f .'.t//'0.t/; t 2 J 的原函数, 并且 '0.t/ ¤ 0;8t 2 J (于是 '

可逆), 则 ˆ
f .x/dx D ˚

�
'�1.x/

�
C C;8x 2 '.J /
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7.2 求原函数的一般法则

证明 1)因为 F 是 f 的原函数, 所以

F 0.x/ D f .x/;8x 2 I:

另一方面, 由于 ' 在 J 上是 C 1类的, 故函数 F ı ' 在 J 上是 C 1类的, 并且

ŒF .'.t//�0 D F 0.'.t// � '0.t/ D f .'.t// � '0.t/;8t 2 J:

此即表明 F ı ' 是函数 t 7�! f .'.t// � '0.t/; t 2 J 的原函数, 因此ˆ
f .'.t//'0.t/dt D F.'.t//C C;8t 2 J

2)若 ˚ 是函数 t 7�! f .'.t// � '0.t/; t 2 J 的原函数, 则

˚ 0.t/ D f .'.t// � '0.t/;8t 2 J

由于 '0.t/ ¤ 0;8t 2 J , 故 ' 可逆, 并且�
'�1

�0
.x/ D

1

'0
�
'�1.x/

� D
1

'0.t/
;8x 2 '.J /:

因此函数 ˚ ı '�1在 '.J /上可导, 并且�
˚
�
'�1.x/

��0
D ˚ 0

�
'�1.x/

�
�
�
'�1

�0
.x/

D ˚ 0.t/ �
1

'0.t/

�
t D '�1.x/

�
D f .'.t// � '0.t/ �

1

'0.t/

D f .x/: .8x 2 '.J //

此即表明 ˚ D '�1是函数 f 在 '.J /上的原函数. 故ˆ
f .x/dx D ˚

�
'�1.x/

�
C C;8x 2 '.J /

推论 7.2

~

设 a; b 2 I; ˛; ˇ 2 J 使得 a D '.˛/; b D '.ˇ/ , 则ˆ b

a

f .x/dx D

ˆ ˇ

˛

f .'.t// � '0.t/dt

证明 根据上述定理的结论 1 ), F ı ' 是函数 t 7�! f .'.t// �'0.t/; t 2 J 的原函数, 故由定理7.4有ˆ ˇ

˛

f .'.t//'0.t/dt D F ı '.ˇ/ � F ı '.˛/

D F.b/ � F.a/:

另一方面, 由于 F 是 f 的原函数, 故ˆ b

a

f .x/dx D F.b/ � F.a/

因此 ˆ b

a

f .x/dx D

ˆ ˇ

˛

f .'.t//'0.t/dt

注意此推论中, 我们并不要求 ' 可逆或 '0.t/ ¤ 0;8t 2 J . 只需 ' 在 J 上是 C 1类即可.
例题 7.6计算

ˆ
sin2 t cos tdt .

因为 sin2 t cos t D .sin t /2.sin t/0 , 所以若令 f .x/ D x2 , x 2 R; x D sin t; t 2 R , 则由变元替换公
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7.2 求原函数的一般法则

式 1)有 ˆ
sin2 t cos tdt D

ˆ
.sin t/2.sin t/0dt

D

ˆ
x2dx.x D sin t/

D
1

3
x3

C C.x D sin t /

D
1

3
sin3 t C C

例题 7.7计算
ˆ

x�
1C x2

�2 dx .

因为
x�

1C x2
�2 D

1

2
�
1C x2

�2 �1C x2
�0 , 所以若令 f .y/ D

1

2y2
y 2 RC

� ; y D 1C x2; x 2 R , 则利

用变元替换公式 1 )得到 ˆ
x�

1C x2
�2 dx D

ˆ
1

2
�
1C x2

�2 �1C x2
�0 dx

D

ˆ
1

2y2
dy
�
y D 1C x2

�
D �

1

2y
C C

�
y D 1C x2

�
D �

1

2
�
1C x2

� C C

例题 7.8计算
ˆ

p
a2 � x2dx.a > 0/ .

令 f .x/ D
p
a2 � x2; x.�a; a/; x D '.t/ D a sin t; t 2

�
�
�

2
;
�

2

�
, 则 f 在 .�a; a/ 上连续, ' 在�

�
�

2
;
�

2

�
上是 C 1类的, 并且 '0.t/ D a cos t ¤ 0;8t 2

�
�
�

2
;
�

2

�
, 故 '�1

W .�a; a/ !

�
�
�

2
;
�

2

�
/存在.

因此根据变元替换公式 2 )我们得到ˆ
p
a2 � x2dx D

ˆ q
a2 � .a sin t /2.a sin t /0dt

�
t D arcsin

x

a

�
D

ˆ
a2 cos2 tdt

D
a2

2

ˆ
.1C cos 2t/dt

D
a2

2

�ˆ
dt C

ˆ
cos 2tdt

�
D
a2

2

�
t C

1

2
sin 2t

�
C C

D
a2

2

�
arcsin

x

a
C
1

2
sin 2

�
arcsin

x

a

��
C C
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7.2 求原函数的一般法则

由于 sin 2t D 2 sin t cos t D 2 sin t
p
1 � sin2 t ; t 2

�
�
�

2
;
�

2

�
, 故

sin 2
�
arcsin

x

a

�
D 2 sin

�
arcsin

x

a

�
�

r
1 � sin2

�
arcsin

x

a

�
D 2

x

a

s
1 �

x2

a2

D
2x

p
a2 � x2

a2

因此最后我们得到 ˆ
p
a2 � x2dx D

a2

2

 
arcsin

x

a
C
x

p
a2 � x2

a2

!
C C

D
1

2
x

p
a2 � x2 C

a2

2
arcsin

x

a
C C:

例题 7.9计算
ˆ p

a2 C x2dx与
ˆ a

0

p
a2 C x2dx:.a > 0/

令 f .x/ D

p
a2 C x2; x 2 R; x D '.t/ D a sinh t; t 2 R , 则函数 f; ' 在 R 上是 C 1 类的, 并且

'0.t/ D a cosh t ¤ 0;8t 2 R , 故 '�1
W R �! R存在. 根据变元替换公式 2 )得到ˆ p

a2 C x2dx D

ˆ q
a2 C .a sinh t/2.a sinh t /0dt

�
t D arcsinh

x

a

�
D

ˆ
a2 cosh2 tdt

D
a2

2

ˆ
.1C cosh 2t/dt

D
a2

2

�ˆ
dt C

ˆ
cosh 2tdt

�
D
a2

2

�
t C

1

2
sinh 2t

�
C C

D
a2

2

�
arcsinh

x

a
C
1

2
sinh 2

�
arcsinh

x

a

��
C C

由于 sinh 2t D 2 sinh t cosh t D 2 sinh t
p
1C sinh2 t.t 2 R/ , 故

sinh 2
�
arcsinh

x

a

�
D 2 sinh

�
arcsinh

x

a

�r
1C sinh2

�
arcsinh

x

a

�
D
2x

a

s
1C

x2

a2
D

2

a2
x
p
a2 C x2

因此 ˆ p
a2 C x2dx D

a2

2

�
arcsinh

x

a
C

1

a2
x
p
a2 C x2

�
C C

D
1

2
x
p
a2 C x2 C

a2

2
arcsinh

x

a
C C

为了计算

ˆ a

0

p
a2 C x2dx , 我们现在只需利用定理7.3. 于是
ˆ a

0

p
a2 C x2dx D

�
1

2
x
p
a2 C x2 C

a2

2
arcsinh

x

a

�a

0

D
1

2
a
p
a2 C a2 C

a2

2
arcsinh 1 �

a2

2
arcsinh 0
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�习题 7.2

由于 arcsinh x D log
�
x C

p
1C x2

�
;8x 2 R , 所以

arcsinh 1 D log.1C
p
2/; arcsinh 0 D 0:

因此 ˆ a

0

p
a2 C x2dx D

p
2

2
a2

C
a2

2
log.1C

p
2/

D
a2

2
Œ
p
2C log.1C

p
2/�

注定积分

ˆ a

0

p
a2 C x2dx也可以直接利用定积分的变元替换公式 (即定理7.7的推论7.2)计算.

首先和上面一样, 令 x D '.t/ D a sinh t; t 2 R , 则 t D arcsinh
x

a
D log

0@x
a

C

s
1C

x2

a2

1A . 由此得

到

x D 0时, ˛ D arcsinh
0

a
D log 1 D 0;

x D a时, ˇ D arcsinh
a

a
D log.1C

p
2/:

于是 ˆ a

0

p
a2 C x2dx D

ˆ log.1C
p

2/

0

p
a2 C a2 sinh2 t .a sinh t /0dt

D a2

ˆ log.1C
p

2/

0

cosh2 tdt

D
a2

2

ˆ log.1C
p

2/

0

.1C cosh 2t/dt

D
a2

2

"ˆ log.1C
p

2/

0

dt C

ˆ los.1C
p

2/

0

cosh 2tdt

#

D
a2

2

�
log.1C

p
2/C

1

2
sinh 2.log.1C

p
2/

�
D
a2

2

h
log.1C

p
2/C sinh.log.1C

p
2// � cosh.log.1C

p
2//
i

D
a2

2

�
log.1C

p
2/C sinh.arcsinh 1/ �

q
1C sinh2.arcsinh 1/

�
D
a2

2

hp
2C log.1C

p
2/
i
:

K�习题 7.2k

1. 设函数 f W R ! R在 R上连续, a; b; c 2 R. 证明下述等式成立：

1)
ˆ b

a

f .x/ dx D

ˆ bCc

aCc

f .x � c/ dx；

2)
ˆ b

a

f .x/ dx D

ˆ b

a

f .aC b � x/ dx；

3)
ˆ x

0

�ˆ u

0

f .t/ dt
�
du D

ˆ x

0

f .u/.x � u/ du, 8x 2 R.
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�习题 7.2

2. 设函数 f W R ! R在 R上连续, 定义函数 F W Œa; b� ! R如下：( a; b 2 R)

F.x/ D

ˆ b

a

f .x C t / cos t dt; 8x 2 Œa; b�:

1) 证明：函数 F 在 Œa; b�上可导；

2) 计算导数 F 0.x/; 8x 2 Œa; b�.
3. 设函数 f W R ! R在 R上连续, 且以 T > 0为周期. 定义函数 G W R ! R如下：

G.x/ D

ˆ xCT

x

f .t/ dt; 8x 2 R:

证明：G 是常值函数.
4. 设函数 f; g W R ! R在 R上连续, 且均为周期为 T > 0的周期函数. 定义函数 f � g W R ! R如

下：

.f � g/.x/ D
1

T

ˆ T

0

f .t/g.x � t/ dt:

该函数称为 f 与 g的周期卷积. 证明：
1) f � g是以 T 为周期的连续函数；

2) .f � g/.x/ D
1

T

ˆ aCT

a

f .t/g.x � t/ dt , 8x 2 R; 8a 2 R；

3) f � g D g � f .
5. 设函数 f W R ! R是 C nC1类函数, 试计算：

Fn.x/ D
1

nŠ

ˆ x

x0

.x � t /nf .nC1/.t/ dt; x; x0 2 R:

6. 设 a; b 2 R; a < b, 函数 f; g W Œa; b� ! R均为 C nC1类函数. 证明下述等式成立：ˆ x

a

f .t/g.nC1/.t/ dt D

nX
kD0

.�1/k
h
f .k/.x/g.n�k/.x/ � f .k/.a/g.n�k/.a/

i
C .�1/nC1

ˆ x

a

f .nC1/.t/g.t/ dt:

7. 证明：
ˆ �

2

0

sinn x dx D

ˆ �
2

0

cosn x dx; 8n 2 N:

8. 设函数 f W Œ0; �� ! R在 Œ0; ��上连续.
1) 利用变量替换法证明： ˆ �

0

xf .sin x/ dx D
�

2

ˆ �

0

f .sin x/ dx；

2) 利用上述公式证明： ˆ �

0

x sin x
1C cos2 x

dx D
�2

4
:

9. 利用 Cauchy收敛准则证明：实数序列 fung,

un D

ˆ n

0

sin x
x

dx; 8n 2 N

收敛.
10. 设 f W Œ0; 1� ! R在 Œ0; 1�上连续可导, 且 f .0/ D f .1/ D 0. 证明：ˆ 1

0

x6Œf 0.x/�2 dx ⩾ 25

4

ˆ 1

0

x4Œf .x/�2 dx:
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7.3 有理分式的原函数

11. 设函数 f; g W Œ0;C1/ ! Œ0;C1/在 Œ0;C1/上连续, 且满足：

f .x/ ⩽ AC

ˆ x

0

f .t/g.t/ dt; 8x 2 Œ0;C1/; A > 0:

证明 Bellman不等式：
f .x/ ⩽ Ae.

´ x

0 g.t/ dt/;8x 2 Œ0;C1/:

12. 令

R.x/ D

ˆ x

0

dtp
1 � k2 sin2 t

; .0 < k < 1/; S.x/ D

ˆ x

0

dtp
.1 � t2/.1 � k2t2/

; x 2 .�1; 1/:

(这两个积分都称为第一类椭圆积分)
1) 证明：函数 R W R ! R与 S W .�1; 1/ ! R都是严格单调上升的连续函数；

2) 证明：R与 S 的反函数满足：

S�1.x/ D sin.R�1.x//:

13. 利用分部积分法计算下列不定积分：

1/

ˆ
arctan x dx 2/

ˆ
x2

1C tan2 x
dx

3/

ˆ
xn log x dx 4/

ˆ
sin.log x/ dx

5/

ˆ
x2 arccos x dx 6/

ˆ
x.arctan x/2 dx

7/

ˆ
sec3 x dx 8/

ˆ
arsinh x dx

9/

ˆ
x log.x C

p
1C x2/

p
1C x2

dx 10/

ˆ
xearctanxp
.1C x2/3

dx

14. 设 m; n 2 Z; x ⩾ 1, 令
Im;n.x/ D

ˆ x

1

tm.log t /n dt; x ⩾ 1:

1) 计算 I�1;0.x/；

2) 找出 Im;n.x/与 Im;n�1.x/之间的递推关系；

3) 由此推出 Im;n.x/的表达式 (m ¤ �1 ).
15. 计算下列不定积分或定积分：

1/

ˆ
x2 C 1

x4 C 1
dx 2/

ˆ
1

sin x
dx

3/

ˆ
x2 � 1

x4 C 1
dx 4/

ˆ sin x cos x
sin4 x C cos4 x

dx

5/

ˆ
1p

.a2 C x2/8
dx 6/

ˆ
1p

.x � a/.b � x/
dx; .a < b/

7/

ˆ a

1

1
p

ex � 1
dx; .a > 0/ 8/

ˆ b

a

1p
x.1 � x/

dx; .0 < a < b < 1/

9/

ˆ b

a

arcsin x
x2

dx; .0 < a < b < 1/ 10/

ˆ �
2

0

1

sin x C 2 cos x C 3
dx

233



7.3 有理分式的原函数

7.3 有理分式的原函数

设 Pn.x/与Qm.x/分别为 n次与 m次的实系数多项式, 这里我们要研究有理分式
Pn.x/

Qm.x/
的原函

数 ˆ
Pn.x/

Qm.x/
dx

的计算问题.
根据多项式理论, 若 n ⩾ m , 则存在唯一的多项式 Rn�m.x/与 sk.x/使得

Pn.x/ D Rn�m.x/Qm.x/C sk.x/;

这里多项式 Rn�m.x/的次数为 n �m , 多项式 sk.x/的次数为 k < m . 于是我们得到
Pk.x/

Qm.x/
D Rn�m.x/C

sk.x/

Qm.x/
:

因此 ˆ
Pn.x/

Qm.x/
dx D

ˆ
Rn�m.x/dx C

ˆ
sk.x/

Qm.x/
dx

由于多项式Rn�m.x/的原函数

ˆ
Rn�m.x/dx我们已经会计算了, 故我们只需研究原函数

ˆ
sk.x/

Qm.x/
dx

的计算.
根据上述分析, 以下我们假设 n < m .
首先我们介绍有理分式的分解.

1. 有理分式
Pn.x/

Qm.x/
的分解

首先我们注意到以下事实：

若 ˛ C iˇ 是Qm.x/ D 0的一个复根, 则 ˛ � iˇ 也是 Qm.x/ D 0的根. 因此 Qm.x/ D 0的复数根

是以共轭对形式出现的, 于是每一对共轭复根 ˛ C iˇ; ˛ � iˇ对应于一个二次三项式

Œx � .˛ C iˇ/�Œx � .˛ � iˇ/� D x2
C px C q.p; q 2 R/:

现在我们假设

1. Qm.x/ D 0总共有 t 个不同实根 a1; a2; � � � ; ak , 它们的重数分别为 n1; n2; � � � ; nk .
2. Qm.x/ D 0总共有 s对不同共轭复根, 与它们相对应的 s个二次三项式为

x2
C pix C qi ; i D 1; 2; � � � ; s; pi ; qi 2 R:

它们的重数分别为 m1; m2; � � � ; ms .
因此Qm.x/有下述形式的分解式：

Qm.x/ D .x � a1/
n1 .x � a2/

n2 � � � .x � ak/
nk
�
x2

C p1x C q1

�m1
�
x2

C p2x C q2

�m2
� � �
�
x2

C psx C qs

�ms
;
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7.3 有理分式的原函数

代数学里已经证明, 有理分式
Pn.x/

Qm.x/
可唯一地分解成下述形式的简单分式的和：

Pn.x/

Qm.x/
D

�
A11

x � a1
C

A12

.x � a1/
2

C � � � C
A1n1

.x � a1/
n1

�
C

�
A21

x � a2
C

A22

.x � a2/
2

C � � � C
A2n2

.x � a2/
n2

�
C � � �

C

�
Ak1

x � ak

C
Ak2

.x � ak/
2

C � � � C
Aknk

.x � ak/
nk

�
C

"
B11x C C11

x2 C p1x C q1
C

B12x C C12�
x2 C p1x C q1

�2 C � � � C
B1m1

x C C1m1�
x2 C p1x C q1

�m1

#

C

"
B21x C C21

x2 C p2x C q2
C

B22x C C22�
x2 C p2x C q2

�2 C � � � C
B2m2

x C C2m2�
x2 C p2x C q2

�m2

#
C � � �

C

"
Bs1x C Cs1

x2 C psx C qs
C

Bs2x C Cs2�
x2 C psx C qs

�2 C � � � C
Bsms

x C Csms�
x2 C psx C qs

�ms

#
这里

Aij 2 R: .i D 1; 2; � � � ; k; j D 1; 2; � � � ; ni /

Bih; Cih 2 R: .l D 1; 2; � � � ; s; h D 1; 2; � � � ; ml/

2. 原函数
ˆ

Pn.x/

Qm.x/
dx 的计算由有理分式

Pn.x/

Qm.x/
的上述分解式知, 计算原函数

ˆ
Pn.x/

Qm.x/
dx 就化为

计算分解式的每一个和项的原函数, 由于这些和项只有下面两种最基本的类型：
A

.x � a/k
.k 2 N/ 与

Bx C C�
x2 C px C q

�k .k 2 N/:

因此我们只需研究原函数 ˆ
A

.x � a/k
dx 与

ˆ
Bx C C�

x2 C px C q
�k dx.k 2 N/

的计算问题.
1)
ˆ

A

.x � a/k
dx的计算

这可由 §2的基本初等函数的原函数表推得
ˆ

A

.x � a/k
dx D

8̂<̂
:
A log jx � aj C C; k D 1

A

.1 � k/.x � a/k�1
C C; k > 1

2)
ˆ

Bx C C�
x2 C px C q

�k dx的计算

首先, 我们将二次三项式 x2
C px C q写成下述形式：

x2
C px C q D

�
x C

p

2

�2

C

�
q �

p2

4

�
D

�
x C

p

2

�2

C a2:�
a2

D q �
p2

4
> 0

�

235



7.3 有理分式的原函数

因此 ˆ
Bx C C�

x2 C px C q
�k dx D

ˆ
B
�
x C

p
2

�
C C �

Bp
2h�

x C
p
2

�2
C a2

ik
dx

D

ˆ
B
�
x C

p
2

�h�
x C

p
2

�2
C a2

ik
dx C

ˆ
C �

Bp
2h�

x C
p
2

�2
C a2

ik
dx

作变元替换 x C
p

2
D at , 则我们得到
ˆ

Bx C C�
x2 C px C q

�k dx D

ˆ dt�
t2 C 1

�k dt C

ˆ
E�

t2 C 1
�k dt; (7.3)

这里D;E 2 R是两个新的常数.
对于式(7.3)右边第一个不定积分, 我们有ˆ dt�

t2 C 1
�k dt D

D

2

ˆ
1�

t2 C 1
�k �t2 C 1

�0 dt
D
D

2

ˆ
1

yk
dy
�
y D t2 C 1

�

D

8̂̂<̂
:̂
D

2
log

�
t2 C 1

�
C C .k D 1/

D

2.1 � k/
�
t2 C 1

�k�1
C C .k > 1/

为了计算式(7.3)右边第二个原函数, 我们只需计算

Ik D

ˆ
1�

t2 C 1
�k dt .k 2 N/

若 k D 1 , 则 I1 D

ˆ
1

t2 C 1
dt D arctan t C C .

若 k > 1 , 则由分部积分法我们有

Ik D

ˆ
1�

t2 C 1
�k dt

D

ˆ
.t/0 �

1�
t2 C 1

�k dt

D
t�

t2 C 1
�k �

ˆ
t

"
1�

t2 C 1
�k
#0

dt

D
t�

t2 C 1
�k C 2k

ˆ
t2�

t2 C 1
�kC1

dt

D
t�

t2 C 1
�k C 2k

ˆ "
t2 C 1�

t2 C 1
�kC1

�
1�

t2 C 1
�kC1

#
dt

D
t�

t2 C 1
�k C 2k

"ˆ
1�

t2 C 1
�k dt �

ˆ
1�

t2 C 1
�kC1

dt

#

D
t�

t2 C 1
�k C 2k .Ik � IkC1/
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由此得到 Ik 的递推公式

IkC1 D
t

2k
�
t2 C 1

�k C
2k � 1

2k
Ik .k 2 N/:

根据此递推公式及 I1 D arctan t C C , 我们就可以逐次计算出任意的 In .

至此, 有理分式
Pn.x/

Qn.x/
的原函数

ˆ
Pn.x/

Qn.x/
dx的计算就完全解决了.

例题 7.10 计算
ˆ
x7 � 2x6 C 2x5 � 4x4 C x3 C 2x C 13

.x � 2/
�
x2 C 1

�2 dx .

这是一个有理分式的不定积分. 由于分子的次数高于分母的次数. 利用多项式的带余除法得到
x7 � 2x6 C 2x5 � 4x4 C x3 C 2x C 13

.x � 2/
�
x2 C 1

�2 D x2
C

2x2 C 2x C 13

.x � 2/
�
x2 C 1

�2
因此 ˆ

x7 � 2x6 C 2x5 � 4x4 C x3 C 2x C 13

.x � 2/
�
x2 C 1

�2 dx

D

ˆ
x2dx C

ˆ
2x2 C 2x C 13

.x � 2/
�
x2 C 1

�2 dx D
x3

3
C

ˆ
2x2 C 2x C 13

.x � 2/
�
x2 C 1

�2 dx
下面我们来计算

ˆ
2x2 C 2x C 13

.x � 2/
�
x2 C 1

�2 dx . 根据上面的有理分式的分解公式, 我们有

2x2 C 2x C 13

.x � 2/
�
x2 C 1

�2 D
A

x � 2
C
Bx C C

x2 C 1
C

Dx CE�
x2 C 1

�2
两边同乘以 .x � 2/

�
x2

C 1
�2
得到

2x2
C 2x C 13 D A

�
x2

C 1
�2

C .Bx C C/
�
x2

C 1
�
.x � 2/C .Dx CE/.x � 2/

比较两边 x的同次幂的系数, 我们得到确定常数 A;B;C;D;E 的方程组8̂̂̂̂
ˆ̂̂<̂
ˆ̂̂̂̂̂:

AC B D 0

�2B C C D 0

2AC B � 2C CD D 2

�2B C C � 2D CE D 2

A � 2C � 2E D 13

解之得到

A D 1; B D �1; C D �2;D D �3;E D �4

因此

�
2x2 C 2x C 13

.x � 2/
�
x2 C 1

�2 D
1

x � 2
�
x C 2

x2 C 1
�

3x C 4�
x2 C 1

�2
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从而ˆ
2x2 C 2x C 13

.x � 2/
�
x2 C 1

�2 dx D

ˆ
1

x � 2
dx �

ˆ
x C 2

x2 C 1
dx �

ˆ
3x C 4�
x2 C 1

�2 dx
D log jx � 2j �

ˆ
2

x2 C 1
dx �

ˆ
x

x2 C 1
dx � 3

ˆ
x�

x2 C 1
�2 dx � 4

ˆ
1�

x2 C 1
�2 dx

D log jx � 2j � 2 arctan x �

ˆ
x

x2 C 1
dx � 3

ˆ
x�

x2 C 1
�2 dx � 4

ˆ
1�

x2 C 1
�2 dx

由于 ˆ
x

x2 C 1
dx x2C1Dy

HHHHHHH

ˆ
1

y
dy D

1

2
log

�
x2

C 1
�

C C

ˆ
x�

x2 C 1
�2 dx x2C1Dy

HHHHHHH

ˆ
1

y2
dy D �

1

2
�
x2 C 1

� C C

ˆ
1�

x2 C 1
�2 dx D

x

2
�
x2 C 1

� C
1

2

ˆ
1

x2 C 1
dx

D
x

2
�
x2 C 1

� C
1

2
arctan x C C

因此 ˆ
2x2 C 2x C 13

.x � 2/
�
x2 C 1

�2 dx D log jx � 2j � 2 arctan x �
1

2
log

�
x2

C 1
�

C
3

2
�
x2 C 1

� �
2x

x2 C 1
� 2 arctan x C C

D
1

2
log

.x � 2/2

x2 C 1
� 4 arctan x C

3 � 4x

2
�
x2 C 1

� C C

最后我们得到 ˆ
x7 � 2x6 C 2x5 � 4x4 C x3 C 2x C 13

.x � 2/
�
x2 C 1

�2 dx

D
x3

3
C
1

2
log

.x � 2/2

x2 C 1
� 4 arctan x C

3 � 4x

2
�
x2 C 1

� C C

D
x3

3
C

3 � 4x

2
�
x2 C 1

� C
1

2
log

.x � 2/2

x2 C 1
� 4 arctan x C C

例题 7.11计算
ˆ

1

x.x C 1/
�
x2 C x C 1

�2 dx .

对于有理分式
1

x.x C 1/
�
x2 C x C 1

�2 , 我们可以按有理分式一般分解公式, 首先将它表示为下述

形式
1

x.x C 1/
�
x2 C x C 1

�2 D
A

x
C

B

x C 1
C

.x C 1/

x2 C x C 1
C

Ex C F�
x2 C x C 1

�2
然后用例7.10的待定系数法确定常数 A;B;C;D;E; F . 但更好的是采用下面的方法：由于

x.x C 1/
�
x2

C x C 1
�2

D
�
x2

C x
� �
x2

C x C 1
�2

D
�
x2

C x C 1 � 1
� �
x2

C x C 1
�2

故若令 h D x2
C x C 1 , 则

x.x C 1/
�
x2

C x C 1
�2

D .h � 1/h2;
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从而
1

x.x C 1/
�
x2 C x C 1

�2 D
1

.h � 1/h2
D
1 � hC h

.h � 1/h2

D �
1

h2
C

1

.h � 1/h
D �

1

h2
C

1

h � 1
�
1

h

D
1

x2 C x
�

1

x2 C x C 1
�

1�
x2 C x C 1

�2
D
1

x
�

1

x C 1
�

1

x2 C x C 1
�

1�
x2 C x C 1

�2 :
因此ˆ

1

x.x C 1/
�
x2 C x C 1

�2 dx D

ˆ
1

x
dx �

ˆ
1

x C 1
dx �

ˆ
1

x2 C x C 1
dx �

ˆ
1�

x2 C x C 1
�2 dx

D log jxj � log jx C 1j �

ˆ
1

x2 C x C 1
dx �

ˆ
1�

x2 C x C 1
�2 dx

由于 ˆ
1

x2 C x C 1
dx D

ˆ
1�

x C
1
2

�2
C

�p
3

2

�2
dx

D
2

p
3

ˆ
1

t2 C 1
dt

 
x C

1

2
D

p
3

2
t

!

D
2

p
3
arctan t C C

D
2

p
3
arctan

2x C 1
p
3

C C

ˆ
1�

x2 C x C 1
�2 dx D

ˆ
1��

x C
1
2

�2
C

�p
3

2

�2
�2

dx

D
8
p
3

9

ˆ
1�

t2 C 1
�2 dt

 
x C

1

2
D

p
3

2
t

!

D
8
p
3

9

"
t

2
�
t2 C 1

� C
1

2

ˆ
1

t2 C 1
dt

#

D
8

9

"
t

2
�
t2 C 1

� C
1

2
arctan t

#
C C

D
2x C 1

3
�
x2 C x C 1

� C
4
p
3

9
arctan

2x C 1
p
3

C C;

故 ˆ
1

x.x C 1/
�
x2 C x C 1

�2 dx
D log

ˇ̌̌̌
x

x C 1

ˇ̌̌̌
� �

2
p
3
arctan

2x C 1
p
3

�
4
p
3

9
arctan

2x C 1
p
3

�
2x C 1

3
�
x2 C x C 1

� C C

D �
2x C 1

3
�
x2 C x C 1

� C log
ˇ̌̌̌
x

x C 1

ˇ̌̌̌
�
10

p
3

9
arctan

2x C 1
p
3

C C
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有时候, 在求某些函数的原函数时, 经过适当的变元替换后就化为求有理分式的原函数下面我们
来研究这种情形.

3. 可化为有理分式求原函数的情形 I
设 f 是两个变元 X; Y 的实系数有理分式, 即

f .X; Y / D
P.X; Y /

Q.X; Y /

其中 P.X; Y /与Q.X; Y /是关于 X; Y 的多项式.
这里我们研究的是下述形式的原函数

I D

ˆ
f .sin x; cos x/dx

的计算问题.
我们对 f 分以下四种情形讨论.
1)f .sin x; cos x/ D g.cos x/ sin x( g为有理分式)；
这时, 可作变换 t D cos x , 于是

I D

ˆ
f .sin x; cos x/dx

D

ˆ
g.cos x/ sin xdx

D �

ˆ
g.cos x/.cos x/0dx D �

ˆ
g.t/dt

因此 I 的计算就化为有理分式 g的原函数计算.
注我们可以证明 f .sin x; cos x/ D g.cos x/ sin x的充分必要条件是：函数

x 7�! f .sin x; cos x/; x 2 E 是奇函数.

在证明这个结论之前, 我们首先注意到, 对任意两个变元的有理分式 R.X; Y / D
P.X; Y /

Q.X; Y /
, 若将

P;Q分别表示为含 X 的偶次幂与奇次幂的多项式之和则我们可以把 R表示成下述形式

R.X; Y / D
P1

�
X2; Y

�
CXP2

�
X2; Y

�
Q1

�
X2; Y

�
CXQ2

�
X2; Y

�
这里 P1; P2;Q1;Q2都是关于 X2; Y 的多项式.
对 R.X; Y /的右端的分子分母同乘以Q1

�
X2; Y

�
�XQ2

�
X2 , Y )得到

R.X; Y / D

�
P1

�
X2; Y

�
CXP2

�
X2; Y

�� �
Q1

�
X2; Y

�
�XQ2

�
X2; Y

��
Q2

1

�
X2; Y

�
�X2Q2

2

�
X2; Y

�
D

�
P1

�
X2; Y

�
Q1

�
X2; Y

�
�X2P2

�
X2; Y

�
Q2

�
X2; Y

��
Q2

1

�
X2; Y

�
�X2Q2

2

�
X2; Y

�
C
X
�
P2

�
X2; Y

�
Q1

�
X2; Y

�
� P1

�
X2; Y

�
Q2

�
X2; Y

��
Q2

1

�
X2; Y

�
�X2Q2

2

�
X2; Y

�
令

R1

�
X2; Y

�
D
P1

�
X2; Y

�
Q1

�
X2; Y

�
�X2P2

�
X2; Y

�
Q2

�
X2; Y

�
Q2

1

�
X2; Y

�
�X2Q2

2

�
X2; Y

� ;

R2

�
X2; Y

�
D
P2

�
X2; Y

�
Q1

�
X2; Y

�
� P1

�
X2; Y

�
Q2

�
X2; Y

�
Q2

1

�
X2; Y

�
�X2Q2

2

�
X2; Y

� ;
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7.3 有理分式的原函数

则 R1; R2都是 X2 , Y 的有理分式, 于是

R.X; Y / D R1

�
X2; Y

�
CXR2

�
X2; Y

�
对 f .sin x; cos x/ , 我们有

f .sin x; cos x/ Df1

�
sin2 x; cos x

�
C sin xf2

�
sin2 x; cos x

�
Df1

�
1 � cos2 x; cos x

�
C sin xf2

�
1 � cos2 x; cos x

�
Dg�.cos x/C sin xg.cos x/ (7.4)

这里 g�; g都是一个变元的有理分式.
现在我们来证明上述附注.
i)(必要性)设 f .sin x; cos x/ D sin xg.cos x/ . 显然, 函数 x 7�! f .sin x; cos x/; x 2 E 是奇函数.
ii)(充分性)设函数 x 7�! f .sin x; cos x/; x 2 E 是奇函数. 那么由上述式(7.4)我们有

f .sin.�x/; cos.�x//

Dg�.cos.�x//C sin.�x/g.cos.�x//

另一方面, 由假设, 我们有
f .sin x; cos x/ D �f .sin.�x/; cos.�x//:

由此推得

2f .sin x; cos x/ D g�.cos x/C sin xg.cos x/ � Œg�.cos.�x//C sin.�x/g.cos.�x//�

D 2 sin xg.cos x/:

从而

f .sin x; cos x/ D g.cos x/ sin x:

例题 7.12计算
ˆ

sin3 x cos3 xdx .

由于 sin3 x cos3 x D
�
1 � cos2 x

�
cos3 x sin x , 故ˆ

sin3 x cos3 xdx D

ˆ �
1 � cos2 x

�
cos3 x sin xdx

D �

ˆ �
1 � cos2 x

�
cos3 x.cos x/0dx

D

ˆ �
t2 � 1

�
t3dt .t D cos x/

D

ˆ �
t5 � t3

�
dt

D
t6

6
�
t4

4
C C

D
1

6
cos6 x �

1

4
cos4 x C C

例题 7.13计算
ˆ

1

sin x cos 2x
dx .

因为函数 x 7�!
1

sin x cos 2x
; x 2 E 是奇函数, 所以

1

sin x cos 2x
一定可以表示成 g.cos x/ sin x 的
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7.3 有理分式的原函数

形式. 事实上, 我们有
1

sin x cos 2x
D

sin x
sin2 x

�
2 cos2 x � 1

�
D

sin x�
1 � cos2 x

� �
2 cos2 x � 1

�
因此 ˆ

1

sin x cos 2x
dx D

ˆ sin x�
1 � cos2 x

� �
2 cos2 x � 1

�dx
D �

ˆ
1�

1 � cos2 x
� �
2 cos2 x � 1

�.cos x/0dx
D

ˆ
1�

t2 � 1
� �
2t2 � 1

�dt .t D cos x/

D

ˆ �
1

t2 � 1
�

2

2t2 � 1

�
dt

D
1

2
log

ˇ̌̌̌
t � 1

t C 1

ˇ̌̌̌
�

p
2

2
log

ˇ̌̌̌
ˇ
p
2t � 1

p
2t C 1

ˇ̌̌̌
ˇC C

D
1

2
log

ˇ̌̌̌
cos x � 1

cos x C 1

ˇ̌̌̌
�

p
2

2
log

ˇ̌̌̌
ˇ
p
2 cos x � 1

p
2 cos x C 1

ˇ̌̌̌
ˇC C:

2)f .sin x; cos x/ D h.sin x/ cos x( h为有理分式)
这时, 可作变换 t D sin x , 于是

I D

ˆ
f .sin x; cos x/dx

D

ˆ
h.sin x/ cos xdx

D

ˆ
h.sin x/.sin x/0dx D

ˆ
h.t/dt

因此 I 的计算化为有理分式 h的原函数计算.
注与上面的附注类似地可证：

f .sin x; cos x/ D h.sin x/ cos x的充分必要条件是：F.x/ D f .sin x; cos x/满足条件：

F.� � x/ D �F.x/:

例题 7.14计算
ˆ

sin2 x cos3 xdx .

因为 sin2 x cos3 x D sin2 x cos2 x cos x D sin2 x
�
1 � sin2 x

�
cos x , 所以ˆ

sin2 x cos3 xdx D

ˆ
sin2 x

�
1 � sin2 x

�
cos xdx

D

ˆ
sin2 x

�
1 � sin2 x

�
.sin x/0dx

D

ˆ
t2
�
1 � t2

�
dt .t D sin x/

D
t3

3
�
t5

5
C C

D
1

3
sin3 x �

1

5
sin5 x C C

例题 7.15计算
ˆ sin x cos x
1C sin4 x

dx .
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7.3 有理分式的原函数

因为
sin x cos x
1C sin4 x

D
sin x

1C sin4 x
cos x , 所以

ˆ sin x cos x
1C sin4 x

dx D

ˆ sin x
1C sin4 x

.sin x/0dx

D

ˆ
t

1C t4
dt.t D sin x/

D
1

2

ˆ �
t2
�0

1C
�
t2
�2 dt

D
1

2

ˆ
1

1C u2
du
�
u D t2

�
D
1

2
arctanuC C

D
1

2
arctan.sin x/2 C C

3)f .sin x; cos x/ D k.tan x/( k为有理分式)
这时, 可作变换 t D tan x . 于是

I D

ˆ
f .sin x; cos x/dx

D

ˆ
k.tan x/dx

D

ˆ
k.tan x/
1C tan2 x

�
1C tan2 x

�
dx

D

ˆ
k.tan x/
1C tan2 x

.tan x/0dx D

ˆ
k.t/

1C t2
dt

因此 I 的计算化为有理分式
k.t/

1C t2
的原函数计算.

注仿照第一个附注的证明方法, 我们可以证明：
f .sin x; cos x/ D k.tan x/的充分必要条件是：F.x/ D f .sin x , cos x )满足条件

F.� C x/ D F.x/:

例题 7.16计算
ˆ

1

sin4 x cos2 x
dx .
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7.3 有理分式的原函数

因为 F.x/ D
1

sin4 x cos2 x
满足 F.� C x/ D F.x/ , 所以我们可以作变换 t D tan x . 于是

ˆ
1

sin4 x cos2 x
dx D

ˆ
1

sin4 x
cos4 x

cos4 x
�

1

cos2 x
dx

D

ˆ
1

tan4 x
�

 
sin2 x C cos2 x

cos2 x

!2

.tan x/0dx

D

ˆ �
1C tan2 x

�2
tan4 x

.tan x/0dx

D

ˆ �
1C t2

�2
t4

dt .t D tan x/

D

ˆ �
1C

2

t2
C
1

t4

�
dt

D t �
2

t
�

1

3t3
C C

D tan x � 2 cot x �
1

3
cot3 x C C:

例题 7.17计算
ˆ sin x � cos x

sin x C 2 cos x
dx .

因为
sin x � cos x
sin x C 2 cos x

D
tan x � 1

tan x C 2
, 所以

ˆ sin x � cos x
sin x C 2 cos x

dx D

ˆ tan x � 1

.tan x C 2/
�
1C tan2 x

� �1C tan2 x
�
dx

D

ˆ tan x � 1

.tan x C 2/
�
1C tan2 x

�.tan x/0dx
D

ˆ
t � 1

.t C 2/
�
1C t2

�dt.t D tan x/

D

ˆ �
�3=5

t C 2
C
3=5t � 1=5

1C t2

�
dt

D �
3

5

ˆ
1

t C 2
dt C

3

5

ˆ
t

1C t2
dt �

1

5

ˆ
1

1C t2
dt

D �
3

5
log jt C 2j C

3

10
log

�
1C t2

�
�
1

5
arctan t C C

D
3

10
log

1C tan 2
.2C tan x/2

�
1

5
x C C:

4)f .sin x; cos x/为一般形式
这时我们可作变换 t D tan

x

2
; x 2 .��; �/ . 于是 x D 2 arctan t . 由此得到

sin x D
2t

1C t2
; cos x D

1 � t2

1C t2
; .2 arctan t /0 D

2

1C t2
:

根据不定积分的变元替换法我们有

I D

ˆ
f .sin x; cos x/dx

D

ˆ
f

�
2t

1C t2
;
1 � t2

1C t2

�
� .2 arctan x/0dt

�
t D tan

x

2

�
D

ˆ
f

�
2t

1C t2
;
1 � t2

1C t2

�
2

1C t2
dt:
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7.3 有理分式的原函数

因此 I 的计算化为有理分式 f

�
2t

1C t2
;
1 � t2

1C t2

�
2

1C t2
的原函数计算.

例题 7.18计算 Poisson积分 ˆ
1 � r2

1 � 2r cos x C r2
dx.0 < r < 1/:

令 t D tan
x

2
; x 2 .��; �/ . 则我们有

ˆ
1 � r2

1 � 2r cos x C r2
dx

D

ˆ
1 � r2

1 � 2r
1 � t2

1C t2
C r2

�
2

1C t2
dt

D2
�
1 � r2

�ˆ 1

.1 � r/2 C .1C r/2t2
dt

D2 arctan
�
1C r

1 � r
t

�
C C

D2 arctan
�
1C r

1 � r
tan

x

2

�
C C:

注意, 这里计算出来的函数

x 7�! F.x/ D 2 arctan
�
1C r

1 � r
tan

x

2

�
; x 2 .��; �/

只是函数

x 7�! f .x/ D
1 � r2

1 � 2r cos x C r2
; x 2 R

在 .��; �/上的一个原函数. 由于函数 f 在整个 R上连续, 故 f 应该有在 R上定义的原函数存在.
下面我们来求 f 的定义在 R上的原函数 G , 使得 G 在 .��; �/上的限制等于 F .
首先我们注意到 G 在 R上是 C 1类的, 并且

lim
x!��

F.x/ D �; lim
x!��C

F.x/ D ��:

故

G.�/ D lim
x!��

G.x/ D lim
x!��

F.x/ D �;

G.��/ D lim
x!��C

G.x/ D lim
x!��C

F.x/ D ��:

现在我们分别令

G.x/ D F.x � 2�/C C1; x 2 .�; 3�/

G.x/ D F.x C 2�/C C2; x 2 .�3�;��/:

选择适当的常数 C1; C2使得 G 在 x D ˙� 处连续. 为此我们应该有

� D G.�/ D lim
x!�C

G.x/ D lim
x!�C

ŒF .x � 2�/C C1� D �� C C1;

�� D G.��/ D lim
x!���

G.x/ D lim
x!���

ŒF .x C 2�/C C2� D � C C2:
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7.3 有理分式的原函数

由此得到 C1 D 2�; C2 D �2� , 因此

G.x/ D F.x � 2�/C 2�; x 2 .�; 3�/;

G.x/ D F.x C 2�/ � 2�; x 2 .�3�;��/:

G.3�/ D lim
x!3��

ŒF .x � 2�/C 2�� D lim
x!��

F.x/C 2� D 3�;

G.�3�/ D lim
x!�3�C

ŒF .x C 2�/ � 2�� D lim
x!��C

F.x/ � 2� D �3�:

逐步地用上述方法可以确定出 G 在所有开区间 .�� C 2k�; � C2k�/.k 2 Z/上的表达式及 G 在

x D � C 2k� , 及 x D �� � 2k�.k D 0; 1; 2; � � � /上的值：

G.x/ D F.x � 2k�/C 2k�; x 2 .�� C 2k�; � C 2k�/; k 2 Z;

G.� C 2k�/ D .2k C 1/�; k D 0; 1; 2; � � �

G.�� � 2k�/ D �.2k C 1/�; k D 0; 1; 2; � � �

最后证明 G 在 R上是 C 1类的. 直接计算得

G0.x/ D .F.x � 2k�/C 2k�/0 D f .x � 2k�/ D f .x/;8x 2 .�� C 2k�; � C 2k�/:

G0 .��/ D lim
x!��

G.x/ �G.�/

x � �
D lim

x!��

F.x/ � �

x � �
D lim

x!��
f .x/

D
1 � r

1C r
D f .�/:

G0
�
��C

�
D lim

x!��C

G.x/ �G.��/

x C �
D lim

x!��C

F.x/C �

x C �

D lim
x!��C

f .x/ D
1 � r

1C r
D f .��/:

由此可知, 8k D 0; 1; 2; � � �

G0.� C 2k�/ D G0.�� � 2k�/ D
1 � r

1C r
D f .˙� ˙ 2k�/:

因此 G 就是我们所求的定义在 R上的 f 的原函数, 它在 .��; �/上的限制等于 F .
从几何上来看, 原函数 G 的图形就是逐步将函数 F 的图形先向右 (左)平移 2k� , 然后向上 (下)

平移 2k� 而得到的图形.

图 7.1

4. 可化为有理分式求原函数的情形 II

246



7.3 有理分式的原函数

设 f .X; Y /是 X; Y 的有理分式. 这里我们研究下述形式的原函数

I D

ˆ
f

0@x; m

s
ax C b

cx C d

1A dx

的计算问题. ( a; b; c; d 2 R; m 2 N )

作变换 t D
m

s
ax C b

cx C d
, 于是

tm D
ax C b

cx C d
; x D

dtm � b

�ctm C a
; x0.t/ D

m.ad � bc/tm�1

.a � ctm/2

根据不定积分的变元替换法得到

I D

ˆ
f

0@x; m

s
ax C b

cx C d

1A dx

D

ˆ
f

�
dtm � b

�ctm C a
; t

�
m.ad � bc/tm�1

.a � ctm/2
dt

因此 I 的计算化为关于 t 的有理分式的原函数的计算.
例题 7.19计算

ˆ
1

p
x

3
q
1C

4p
x

dx .

首先作变换 y D
4p
x , 则 x D y4;

p
x D y2 , 于是ˆ

1r
x

3
q
1C

4p
x

dx D

ˆ
1

y2 3p
1C y

�
y4
�0 dy.y D

4p
x/

D 4

ˆ
y

8
p
1C y

dy

再作变换 t D
3
p
1C y , 则 y D t3 � 1 , 从而ˆ

y
3p
1C y

dy D

ˆ
t3 � 1

t

�
t3 � 1

�0 dt .t D
3
p
1C y/

D 3

ˆ
t2.t3 � 1/dt

D
3

5
t5 �

3

2
t2 C C:

因此 ˆ
1

p
x

3
q
1C

4p
x

dx D
12

5
t5 � 6t2 C C .t D

3
p
1C y/

D
12

5

3
q
.1C y/5 � 6

3
q
.1C y/2 C C.y D

4p
x/

D
12

5

3
q
.1C

4p
x/5 � 6

3
q
.1C

4p
x/2 C C:

5. 可化为有理分式求原函数的情形 III
设 f .X; Y /是 X; Y 的有理分式, 我们来研究下述形式的原函数

I D

ˆ
f
�
x;
p
ax2 C bx C c

�
dx

的计算问题. ( a; b; c 2 R; a ¤ 0 )
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7.3 有理分式的原函数

显然我们只能在集合 E D
˚
x 2 R j ax2

C bx C c ⩾ 0
	
上来讨论上述原函数的计算. 由于

ax2
C bx C c D a

�
x2

C
b

a
x C

c

a

�
D a

�
x C

b

2a

�2

C
4ac � b2

4a

若令 y D x C
b

2a
, 则

ax2
C bx C c D ay2

C
4ac � b2

4a

所以不失一般性, 我们可以只讨论下述不定积分

I D

ˆ
f
�
x;
p
ax2 C c

�
dx.a ¤ 0; c 2 R/:

我们不妨假设 c ¤ 0 , 否则上述不定积分就是 x的有理分式的不定积分. 这我们已经讨论过了.
下面对 a; c 的符号分三种情况来讨论：

a > 0; c > 0； a > 0; c < 0； a < 0; c > 0:

1. a > 0; c > 0：

因为 f
�
x;
p
ax2 C c

�
D f

�
x;

r
a
�
x2 C

c

a

�
. 所以我们可作变换 x D

r
c

a
sinh � . 于是

I D

ˆ
f
�
x;
p
ax2 C c

�
dx

D

ˆ
f

�r
c

a
sinh �;

p
c cosh �

�r
c

a
cosh �d�

�
� D arcsinh

r
a

c
x

�
D

ˆ
f

 r
c

a

e� � e��

2
;
p
c
en C e��

2

!
�

r
c

a

e� C e��

2
d�

D

ˆ
f

 r
c

a

e2� � 1

2e�
;
p
c
e2� C 1

2e�

!
�

r
c

a

e2� C 1

2e2�
d�

D
1

2

r
c

a

ˆ
f

�r
c

a

t2 � 1

2t
;
p
c
t2 C 1

2t

�
�
t2 C 1

t2
dt

�
t D e�

�
因此 I 的计算化为关于 t 的有理分式的原函数的计算.

2. a > 0; c < 0：

这时 f
�
x;
p
ax2 C c

�
D f

 
x;

s
a

�
x2 �

jcj

a

�!
. 作变换 x D

r
jcj

a
cosh � 则

I D

ˆ
f
�
x;
p
ax2 C c

�
dx

D

ˆ
f

�r
c

a
sinh �;

p
c cosh �

�
�

r
c

a
cosh � d�

�
� D arccosh

�r
a

c
x

��
D

r
c

a

ˆ
f

�r
c

a
�
t � t�1

2
;

p
c �
t C t�1

2

�
�
t C t�1

2
�
dt
t

.t D e� /:

因此 I 的计算也化为关于 t 的有理分式的原函数的计算.
3. a < 0; c > 0 :
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这时 f
�
x;
p
ax2 C c

�
D f

 
x;

s
jaj

�
c

jaj
� x2

�!
. 作变换 x D

r
c

jaj
sin � , 则

I D

ˆ
f
�
x;
p
ax2 C c

�
dx

D

ˆ
f

�r
c

jaj
sin �;

p
c cos �

�r
c

jaj
cos �d�

�
� D arccosh

r
�

j� j
x

�
D

r
c

jaj

ˆ
f

�r
c

jaj
sin �;

p
c cos �

�
cos �d�

�
t D e�

�
:

因此 I 的计算也最终化为有理分式的原函数的计算.

例题 7.20计算
ˆ p

x2 C x C 1dx .

I D

ˆ p
x2 C x C 1dx

D

ˆ s�
x C

1

2

�2

C
3

4
dx

D

ˆ r
y2 C

3

4
dy
�
y D x C

1

2

�
D

ˆ
�

p
3

2

p
sinh2 � C 1 �

p
3

2
cosh �d�

 
y D �

p
3

2
sinh �

!

D
3

4

ˆ
cosh2 �d�

D
3

4

ˆ  
e� C e��

2

!2

d�

D
3

4

ˆ �
e2 C 1

�2
4e3�

e�d�

D
3

16

ˆ
t4 C 2t2 C 1

t3
dt
�
t D e�

�
D

3

16

�ˆ
tdt C 2

ˆ
1

t
dt C

ˆ
1

t3
dt
�

D
3

32
t2 C

3

8
log t �

3

32t2
C C

D
3

32
exp

�
2 arcsinh

2x C 1
p
3

�
C
3

8
arcsinh

2x C 1
p
3

�
3

32
exp

�
�2 arcsinh

2x C 1
p
3

�
C C

例题 7.21计算
ˆ

1
p
a2 � x2

dx.a > 0/ .
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作变换 x D a sin �; � 2 .�
�

2
;
�

2
/ , 则

ˆ
1

p
a2 � x2

dx D

ˆ
1p

a2 � a2 sin2 �
.a sin �/0d�

�
� D arcsin

x

a

�
D

ˆ
a cos �
a cos �

d�

D

ˆ
d�

D � C C

D arcsin
x

a
C C:

K�习题 7.3k

1. 计算下列各有理分式的原函数：

1)
ˆ

1

.x � a/.x � b/.x � c/
dx, 其中 a; b; c 互不相等；

2)
ˆ
x3 C 2x2 C 2x C 1

x.x2 C 1/
dx；

3)
ˆ

1

x4 � 1
dx；

4)
ˆ

x2

.1C x2/2
dx；

5)
ˆ

1

.x2 C 2x C 2/.x2 C 2x C 5/
dx；

6)
ˆ

1

x4 C x2 C 1
dx；

7)
ˆ

x2

.x2 C x C 1/2
dx；

8)
ˆ
x3 C x2 � 1

.x � 2/3
dx；

9)
ˆ

x5 C 1

.x2 C x C 1/2
dx；

10)
ˆ

1

.x C 1/7 � x7 � 1
dx.

2. 设函数

f .x/ D
ax2 C bx C c

.x2 C k2/2
; .a; b; c; k 2 R; a ¤ 0; k ¤ 0/:

试问：常数 a; b; c 取何值时, f 的原函数
ˆ
f .x/ dx是一个有理函数？

3. 计算下列三角函数的原函数：

1)
ˆ

sin2 x cos3 x dx；

2)
ˆ

1

sin2 x cos4 x
dx；

250



�习题 7.3

3)
ˆ cos x
.1 � cos x/2

dx；

4)
ˆ sin x
.1 � cos x/nC1

dx, n 2 N；

5)
ˆ cos x
1C cos x

dx；

6)
ˆ cos2 x � sin2 x

cos4 x C sin4 x
dx；

7)
ˆ cos3 x

sin2 x C sin x C 1
dx；

8)
ˆ

.1C tan2 x/ sin3 x

cos2 x C 2 cos x C 2
dx；

9)
ˆ cos2 x

.sin x � 2/.sin x C 2/
dx；

10)
ˆ

1

2 sin x � cos x C 5
dx.

4. 计算下列含根式的原函数：

1)
ˆ

1

1C
p
x
dx；

2)
ˆ 3
p
1C 4

p
x

p
x

dx；

3)
ˆ p

x � 1
3p
x C 1

dx；

4)
ˆ
1 �

p
x C 1

1C
3p
x C 1

dx；

5)
ˆ

1
p
x.1C 4

p
x/3

dx；

6)
ˆ p

x � 1C 2p
.x � 1/2 � .x � 1/

dx；

7)
ˆ
1

x

r
1C x

x
dx；

8)
ˆ

2x C 1

x2
p
2x C 1

dx；

9)
ˆ

1

.2C x/
p
x C 1

dx；

10)
ˆ

1
3
p
.x � 1/.x C 1/2

dx.

5. 计算下列含二次根式的原函数：

1)
ˆ

1
p
x2 C 2x C 5

dx；

2)
ˆ

3x C 2

.x C 1/
p
x2 C 3x C 3

dx；
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3)
ˆ p

x2 C x C 1

2x C 1
dx；

4)
ˆ

x2 � x C 1

x
p
x2 C 2x C 2

dx；

5)
ˆ

5x � 3
p
2x2 C 8x C 1

dx；

6)
ˆ

3x C 1
p

�x2 C 6x � 8
dx；

7)
ˆ

1

.x � 1/
p

�x2 C 2x C 3
dx；

8)
ˆ
x2

p
1 � x2 dx；

9)
ˆ

1

x C
p
x2 � x C 1

dx；

10)
ˆ p

e2x C 2ex C 2 dx.

6. 计算下列特殊函数的原函数：

1)
ˆ
1 � tan x
1C tan x

dx；

2)
ˆ sin

p
x C cos

p
x

p
x sin2 p

x
dx；

3)
ˆ

x

cosh2 x
dx；

4)
ˆ cosh

p
1C x

p
1C x

dx；

5)
ˆ

1

1C cosh2 x
dx；

6)
ˆ

1

sinh x C 2 cosh x
dx；

7)
ˆ cosh3 x

1C sinh x
dx；

8)
ˆ

sinh4 x dx；

9)
ˆ

p
tanh x dx；

10)
ˆ

coth2 x dx.
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第八章 函数的限定展开

这一章我们首先介绍函数的局部比较, 然后介绍函数的限定展开. 最后介绍函数限定展开在不定
型极限的计算、函数局部极值与函数图形研究中的重要应用.

8.1 函数的局部比较

在许多数学问题中, 我们经常要对两个函数进行局部比较、研究函数的局部性态, 为此我们介绍函
数的三个局部比较关系概念, 即：大 O 关系、小 o关系与等价关系.
以下我们设 X � R是任一非空集合, a 2 R是 X 的一个聚点.
1. 大 O 关系

定义 8.1

|

设 f; g W X ! R 是任意两个函数, 我们称函数 f 当 x ! a 时关于函数 g 是大 O 关系, 记为
f D O.g/.x ! a/;如果存在一个函数 h W X ! R及 a的一个邻域 U;使得

1. f .x/ D g.x/h.x/;8x 2 X \ U ；

2. jh.x/j ⩽M;8x 2 X \ U . (这里M > 0 )

容易验证下述简单结论：

若 g.x/ ¤ 0;8x 2 X \ U;则

f D O.g/.x ! a/ , 9M > 0;8x 2 X \ U;

ˇ̌̌̌
f .x/

g.x/

ˇ̌̌̌
⩽M:

换句话说, 当 g 在 a的邻域内不等于 0时, 则 f D O.g/.x ! a/当且仅当函数
f

g
在 a处是局部有界

的.
特别地, f D O.1/.x ! a/表明 f 在 a处是局部有界.

例题 8.1

1. x sin
1

x
D O.x/.x ! 0/ .

2. arctan �
1

x
D O.1/.x ! 0/ .

3. x C x2 cos x D O
�
x2
�
.x ! ˙1/ .

4.
arctan x
1C x2

D O

�
1

x2

�
.x ! ˙1/ .

定理 8.1

~

设 f; g; ';  W X ! R是任意四个函数, 并且 f D O.'/.x ! a/; g D O. /.x ! a/,则
1. fg D O.' /.x ! a/;

2. 若  D O.'/.x ! a/;则 f C g D O.'/.x ! a/ .

证明 因为 f D O.'/; g D O. /.x ! a/;所以存在两个函数 h; k W X ! R及 a的一个邻域 U 与正数



8.1 函数的局部比较

M;使得 8x 2 X \ U;

f .x/ D '.x/h.x/; g.x/ D  .x/k.x/; jh.x/j ⩽M; jk.x/j ⩽M:

于是

1) f .x/g.x/ D '.x/ .x/ � h.x/k.x/;8x 2 X \ U;

jh.x/k.x/j ⩽M 2;8x 2 X \ U:

因此 fg D O.' / .
2)若  D O.'/.x ! a/;则存在函数 s W X ! R及正数 K 使得

 .x/ D '.x/s.x/; js.x/j ⩽ K;8x 2 X \ U:

于是

f .x/C g.x/ D '.x/h.x/C  .x/k.x/

D '.x/Œh.x/C s.x/k.x/�; 8x 2 X \ U;

jh.x/C s.x/k.x/j ⩽ jh.x/j C js.x/jjk.x/j

⩽M.1CK/;8x 2 X \ U:

因此 f C g D O.'/.x ! a/

推论 8.1

~

1. O
�
xn
�

CO
�
xm
�

D O
�
xn
�
.x ! 0/.n ⩽ m/

2. O
�
xn
�

CO
�
xm
�

D O
�
xm
�
.x ! ˙1/.n ⩽ m/

证明 事实上, 若 n ⩽ m;则

xm
D O

�
xn
�
.x ! 0/; xn

D O
�
xm
�
.x ! ˙1/:

于是, 若令 f D O
�
xn
�
; g D O

�
xm
�
;则由上述定理

f C g D O
�
xn
�

CO
�
xm
�

D O
�
xn
�
.x ! 0/

f C g D O
�
xn
�

CO
�
xm
�

D O
�
xm
�
.x ! ˙1/

2. 小 o关系

定义 8.2

|

设 f; g W X ! R 是任意两个函数, 我们称函数 f 当 x ! a 时关于函数 g 是小 o 关系, 记为
f D o.g/.x ! a/;如果存在一个函数 h W X ! R及 a的一个邻域 U;使得

1. f .x/ D g.x/h.x/;8x 2 X \ U；

2. lim
x!a

h.x/ D 0 .

显然, 若 g.x/ ¤ 0;8x 2 X \ U;则

f D o.g/.x ! a/ ” lim
x!a

f .x/

g.x/
D 0

特别地, 我们有
f D o.1/.x ! a/ ” lim

x!a
f .x/ D 0

” f 是 ha; 0i 型无穷小
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例题 8.2
1. xn sin

1

x
D o.x/.x ! 0; n > 1/ .

2. tan x � sin x D o.sin x/.x ! 0/ .
3. xa

D o
�
ax
�
.x ! C1; a > 1/

4. a�x
D o

�
xa
�
.x ! C1; a > 1/ .

5. log x D o
�
xa
�
.x ! C1; a > 0/

6. log x D o
�
xa
� �
x ! 0C; a < 0

�
.

定理 8.2

~

设 f; g; ';  W X ! R是任意四个函数.
1. 若 f D O.'/; g D o. /;则 fg D o.' /.x ! a/ .
2. 若 f D o.'/; g D o.'/;则 f C g D o.'/.x ! a/ .
3. 若 f D o.g/; g D O.'/;则 f D o.'/.x ! a/ .
4. 若 f D O.g/; g D o.'/;则 f D o.'/.x ! a/ .

证明 1)设 f D O.'/; g D o. /; .x ! a/则存在函数 h; k W X ! R及 a的一个邻域 U 使得

f .x/ D '.x/h.x/; g.x/ D  .x/k.x/;8x 2 X \ U;

jh.x/j ⩽M;8x � X \ U; lim
x!a

k.x/ D 0:

于是

f .x/g.x/ D .'.x/ .x//.h.x/k.x//;8x 2 X \ U； lim
x!a

h.x/k.x/ D 0:

因此 fg D o.' /.x ! a/ .
类似地可证其他结论.

例题 8.3设 n;m 2 N . 并且 f D o
�
xn
�
; g D o

�
xm
�
.x ! 0/;则

1. fg D o
�
xnCm

�
.x ! 0/ .

2. f D o
�
xm
�
.x ! 0;m < n/ .

3. f C g D o
�
xm
�
.x ! 0;m < n/ .

事实上, 1)是上述定理8.2 1/的直接结论,
现设 m < n . 于是 xn

D o
�
xm
�
.x ! 0/;从而由 f D o

�
xn
�
.x ! 0/及 xn

D o
�
xm
�
.x ! 0/推得

f D o
�
xm
�
.x ! 0/; f C g D o

�
xm
�
.x ! 0/:

3. 等价关系

定义 8.3

|

设 f; g W X ! R 是任意两个函数, 我们称函数 f 与函数 g 当 x ! a 时是等价的, 记为 f �

g.x ! a/;如果存在一个函数 h W X ! R及 a的一个邻域 U;使得

1. f .x/ D g.x/h.x/;8x 2 X \ U；

2. lim
x!a

h.x/ D 1 .

由此定义直接推出, 若 g.x/ ¤ 0;8x 2 X \ U;则

f � g.x ! a/ ” lim
x!a

f .x/

g.x/
D 1:
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例题 8.4
1. sin x � x; sinh x � x.x ! 0/ .

2. 1 � cos x �
1

2
x2; cosh x � 1 �

1

2
x2.x ! 0/ .

3. tan x � x; tanh x � x.x ! 0/ .

4. log.1C x/ � ex
� 1.x ! 0/ .

定理 8.3

~

若F .X/表示所有定义在 X 上的实值函数的集合, 我们在F .X/上定义关系R 如下：

8f; g 2 F .X/; fRg ” f � g.x ! a/:

则R 是F .X/上的一个等价关系.

证明

1. 自反性. 显然 8f 2 F .X/; f � f .x ! a/ . 因此 fRf .
2. 对称性. 若 fRg;则 f � g.x ! a/;于是由定义知, 存在函数 h W X ! R及 a的一个邻域 U 使得

f .x/ D g.x/h.x/;8x 2 X \ U; lim
x!a

h.x/ D 1:

于是我们可以假设 h.x/ ¤ 0;8x 2 X \ U;从而

g.x/ D f .x/
1

h.x/
;8x 2 X \ U lim

x!a

1

h.x/
D 1:

因此 g � f .x ! a/;即 gRf .
3. 传递性. 若 fRg; gRh;则 f � g; g � h.x ! a/;于是存在函数 '; W X ! R及 a的一个邻域 U

使得

f .x/ D g.x/'.x/; g.x/ D h.x/ .x/;8x 2 X \ U;

lim
x!a

'.x/ D 1; lim
x!a

 .x/ D 1:

因此

f .x/ D h.x/'.x/ .x/;8x 2 X \ U;

lim
x!a

'.x/ .x/ D 1:

从而 f � h.x ! a/;即 fRh .
因此 A 是 A .X/上的一个等价关系.

定理 8.4

~

设 f1; f2; g1; g2 W X ! R是任意四个函数.
1. 若 f1 � g1; f2 � g2.x ! a/;则 f1f2 � g1g2.x ! a/ .
2. 若 f1 � g1; f2 � g2.x ! a/;并且存在 a的一个邻域 V 使得 g1.x/g2.x/ > 0;8x 2 X \ V;

则 f1 C f2 � g1 C g2.x ! a/ .
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证明 因为 f1 � g1; f2 � g2.x ! a/;所以存在两个函数 h; k ：X ! R及 a的一个邻域 U 使得

f1.x/ D g1.x/h.x/;

f2.x/ D g2.x/k.x/;8x 2 X \ U;

lim
x!a

h.x/ D 1; lim
x!a

k.x/ D 1:

于是

f1.x/f2.x/ D .g1.x/g2.x// .h.x/k.x//; ;8x 2 X \ U; lim
x!a

h.x/k.x/ D 1:

因此 f1f2 � g1g2.x ! a/ .
此外, 若令 h.x/ D 1C "1.x/; k.x/ D 1C "2.x/;8x 2 X;则 lim

x!a
"1.x/ D lim

x!a
"2.x/ D 0;并且

f1.x/ D g1.x/C g1.x/"1.x/;

f2.x/ D g2.x/C g2.x/"2.x/;8x 2 X \ U

f1.x/C f2.x/ D Œg1.x/C g2.x/�C Œg1.x/"1.x/C g2.x/"2.x/� ;8x 2 X \ U:

由假设 g1.x/g2.x/ > 0;8x 2 X \ V;所以

f1.x/C f2.x/ D Œg1.x/C g2.x/�

�
1C

g1.x/

g1.x/C g2.x/
"1.x/C

g2.x/

g1.x/C g2.x/
"2.x/

�
;8x 2 X \ U \ V:

并且由于 8x 2 X \ U \ V; g1.x/与 g2.x/同号, 故ˇ̌̌̌
g1.x/

g1.x/C g2.x/
"1.x/C

g2.x/

g1.x/C g2.x/
"2.x/

ˇ̌̌̌
⩽
ˇ̌̌̌

g1.x/

g1.x/C g2.x/

ˇ̌̌̌
j"1.x/j C

ˇ̌̌̌
g2.x/

g1.x/C g2.x/

ˇ̌̌̌
j"2.x/j

⩽ j"1.x/j C j"2.x/j :

于是 lim
x!a

�
g1.x/

g1.x/C g2.x/
"1.x/C

g2.x/

g1.x/C g2.x/
"2.x/

�
D 0;从而

lim
x!a

Œ1C
g1.x/

g1.x/C g2.x/
"1.x/C

g2.x/

g1.x/C g2.x/
"2.x/� D 1:

因此 f1 C f2 � g1 C g2.x ! a/ .
注若将上述定理中结论 2)的条件：“g1.x/g2.x/ > 0”换成 g1.x/g2.x/ < 0;8x 2 X \ V;则一般说来结

论

‘‘f1 C f2 � g1 C g2.x ! a/”

不再成立.
例题 8.5由于 1 � x3

D .1 � x/
�
1C x C x2

�
;故

1 � x3
� 1 � x.x ! 0/ 且 x � 1 � x � 1.x ! 0/

但是 �
1 � x3

�
C .x � 1/ D x � x3; .1 � x/C .x � 1/ D 0

显然 x � x3与 0当 x ! 0时不等价, 其原因是 1 � x与 x � 1不同号.
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定理 8.5

~

设 f; g W X ! R是任意两个函数, 若 f � g.x ! a ), 并且 lim
x!a

g.x/ D A 2 R . 则

lim
x!a

f .x/ D A

证明 因为 f � g.x ! a/;所以存在函数 h W X ! R及 a的一个邻域 U 使得

f .x/ D g.x/h.x/;8x 2 X \ U; lim
x!a

h.x/ D 1

由于 lim
x!a

g.x/ D A 2 R;故当 A 2 R时

lim
x!a

f .x/ D lim
x!a

g.x/ � lim
x!a

h.x/ D A � 1 D A；

当 A D ˙1时, 直接从定义可证 lim
x!a

f .x/ D A .
结合定理 8.4与定理 8.5可知, 在计算函数极限 lim

x!a
f .x/时, 可以对 f .x/中的因子用等价的因子

代换而不影响极限值.
例题 8.6计算 lim

x!0

1 � cosn x

x2
.n 2 N/ .

因为
1 � cosn x

x2
D
.1 � cos x/

�
1C cos x C � � � C cosn�1 x

�
x2

1 � cos x �
1

2
x2.x ! 0/

所以

lim
x!0

1 � cos x
x2

D lim
x!0

1
2
x2
�
1C cos x C � � � C cosn�1 x

�
x2

D
n

2

K�习题 8.1k

1. 设函数

f .x/ D
a3x

3 C a2x
2 C a1x C a0

b3x3 C b2x2 C b1x C b0
;

试选择常数 ai ; bi (i D 0; 1; 2; 3), 使得：
1) f .x/ D o.x2/, 当 x ! 0；

2) f .x/ D O.x2/, 当 x ! 0.
2. 在函数集 F .X/(表示定义在集合 X 上、以 a 为聚点的某去心邻域内的实值函数全体)上定义两
个关系R1;R2如下：

8f; g 2 F .X/; fR1g ” f D O.g/.x ! a/;

8f; g 2 F .X/; fR2g ” f D o.g/.x ! a/:

试问R1与R2是F .X/上的等价关系？

3. 设 f; g 2 F .X/, 并且 lim
x!a

f .x/ D lim
x!a

g.x/ D A.
1) 证明：若 A 2 R � f0g, 则 f � g( x ! a)；
2) 若 A D 0或 A D ˙1, 则 f � g.x ! a)可以不成立. 试举例说明.

4. 设 f; g 2 F .X/ 并且 Ran.f /;Ran.g/ � RC
� . 证明：若 f � g.x ! a/ 并且 lim

x!a
g.x/ D A 2

RC
� � f1g,则 logf � logg.x ! a/:
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5. 证明：8f; g 2 F .X/,
ef

� eg
” lim

x!a
Œf .x/ � g.x/� D 0:

6. 设 f1; f2; g1; g2 2 F .X/, 并且 f1 � g1; f2 � g2.x ! a/:证明：

1) 若 g2 D o.g1/(x ! a), 则 f1 C f2 � g1(x ! a)；
2) 若存在 ˛ ¤ �1, 使得 g2 � ˛g1(x ! a), 则 f1 C f2 � .1C ˛/g1.x ! a/；

3) 若 g2 � �g1(x ! a), 则 f1 C f2 D o.g1/(x ! a)；
4) 利用上述结论证明下列渐近关系：

cosh x �
ex

2
; sinh x �

ex

2
.x ! C1/;

cosh x �
e�x

2
; sinh x � �

e�x

2
.x ! �1/;

arcosh x � log x .x ! C1/;

arsinh x � log x .x ! C1/:

8.2 函数的限定展开

1. 问题的提出
我们假设函数 f W X ! R在 x0 2 X 处可导. 根据定理6.2,

1. f .x/ D f .x0/C '.x/ .x � x0/ ;8x 2 X;

2. ' 在 x0处连续且 ' .x0/ D f 0 .x0/ .
若令 '.x/ D f 0 .x0/C ".x/;8x 2 X;则 lim

x!x0

".x/ D 0;因此

f .x/ D f .x0/C
�
f 0 .x0/C ".x/

�
.x � x0/

D f .x0/C f 0 .x0/ .x � x0/C ".x/ .x � x0/ ;8x 2 X

或

f .x/ D f .x0/C f 0 .x0/ .x � x0/C o .x � x0/ .x ! x0/ :

这里 P1 .x � x0/ D f .x0/C f 0 .x0/ .x � x0/是关于 .x � x0/的一次多项式. 上述表达式表明一次
多项式 P1 是函数 f 在 X \ U.U 是 x0 的一个邻域)内的近似函数, 其误差函数 f � P1 当 x ! x0 时

关于 x � x0是小 o关系.
由此我们很自然想到, 当 f 在 x0 处有更高阶的导数时, f 在 X \ U 内可能会有关于 x � x0 更高

次的多项式 Pn .x � x0/作为它的近似函数, 并且其误差函数 f � Pn 当 x ! x0 时关于 .x � x0/
n 是小

o关系.
上述分析启发我们引入函数局部限定展开的一般概念.
2. 函数限定展开的定义

定义 8.4
设 X � R 是任一非空集合, x0 2 X 是 X 的一个聚点, f W X ! R 是任一函数. 若存在常数
a0; a1; a2; � � � ; an.n D 0; 1; 2; � � � /使得

f .x/ D a0 C a1 .x � x0/C a2 .x � x0/
2

C � � � C an .x � x0/
n

C o
�
.x � x0/

n
�
.x ! x0/ ;
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|

则我们称函数 f 在 x0 的邻域内有一个 n 阶的限于多项式的展开式 (以后简称为 n 阶限定展开

式).

显然, 有两个间题我们必须研究：
1. 是否任意一个函数 f W X ! R在 x0 2 X 的邻域内有一个 n阶的限定展开式？

2. 如果有, 这种限定展开式是否唯一？
下面我们首先研究第二个问题, 即
3. 限定展开式的唯一性

定理 8.6

~
若函数 f W X ! R在 x0 2 X 的邻域内有一个 n阶限定展开式, 则这个展开式是唯一的.

证明 假设存在两组常数 a0; a1; a2; � � � ; an与 b0; b1; b2; � � � ;bn使得

f .x/ Da0 C a1 .x � x0/C a2 .x � x0/
2

C � � � C an .x � x0/
n

C o
�
.x � x0/

n
�
.x ! x0/ ;

f .x/ Db0 C b1 .x � x0/C b2 .x � x0/
2

C � � � C bn .x � x0/
n

C o
�
.x � x0/

n
�
.x ! x0/ :

那么我们有

0 D .a0 � b0/C.a1 � b1/ .x � x0/C.a2 � b2/ .x � x0/
2
C� � �C.an � bn/ .x � x0/

n
Co

�
.x � x0/

n
�
.x ! x0/ :

两边令 x ! x0取极限得到 0 D a0 � b0;即 a0 D b0 .
将 a0 D b0代入上式后两边再除以 x � x0 .x C x0/得到

0 D .a1 � b1/C .a2 � b2/ .x � x0/C � � � C .an � bn/ .x � x0/
n�1

C o
�
.x � x0/

n�1
�
.x ! x0/ :

再令 x ! x0取极限, 又得到 a1 � b1 D 0;即 a1 D b1 .
重复上述方法, 我们可逐次得到 a2 D b2; � � � ; an D bn . 因此唯一性得证.
4. 限定展开式的两个简单性质

定理 8.7

~

若函数 f W X ! R在 x0 2 X 的邻域内有 n > 1阶的限定展开式, 则 8m 2 N且 m < n; f 在 x0

的邻域内有 m阶限定展开式.

证明 因为 f 在 x0的邻域内有 n阶限定展开式, 所以

f .x/ D a0 C a1 .x � x0/C a2 .x � x0/
2

C � � � C an .x � x0/
n

C o
�
.x � x0/

n
�
.x ! x0/

于是 8m 2 N且 m < n;

amC1 .x � x0/
mC1

C � � � C an .x � x0/
n

C o
�
.x � x0/

n
�

Do
�
.x � x0/

m
�

C o
�
.x � x0/

n
�

Do
�
.x � x0/

m
�
.x ! x0/

从而

f .x/ D a0 C a1 .x � x0/C a2 .x � x0/
2

C � � � C am .x � x0/
m

C o
�
.x � x0/

m
�
.x ! x0/

因此 f 在 x0的邻域内有 m阶限定展开式.
下面一个定理反映了具有限定展开式的函数的两个内在性质.
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定理 8.8

~

若函数 f W X ! R在 x0的邻域内有一个 n阶限定展开式：

f .x/ D a0 C a1 .x � x0/C a2 .x � x0/
2

C � � � C an .x � x0/
n

C o
�
.x � x0/

n
�
.x ! x0/ ;

则

1. f 在 x0处连续, 并且 a0 D f .x0/ .
2. 当 n ⩾ 1时, f 在 x0处可导, 并且 a1 D f 0 .x0/

证明

1. 首先在上述限定展开式中令 x ! x0取极限得到 lim
x!x0

f .x/ D a0;然后将 x D x0代入展开式中即

得到 a0 D f .x0/ ;因此 f 在 x0处连续.
2. 若 n ⩾ 1;则由 1)所证, a0 D f .x0/ ;从而对 x ¤ x0;我们有

f .x/ � f .x0/

x � x0
D a1 C a2 .x � x0/C � � � C an .x � x0/

n�1
C o

�
.x � x0/

n�1
�
.x ! x0/

令 x ! x0取极限得到

lim
x!x0

f .x/ � f .x0/

x � x0
D a1

因此 f 在 x0处可导, 并且 f 0 .x0/ D a1 .
下面我们来研究前面提出的限定展开式的存在性.
5. 限定展开式的存在性
1)Taylor-Young公式

定理 8.9

~

设 I � R是任一非空区间. x0 2 I 若函数 f W I ! R在 x0 处 n次可导, 则 f 在 x0 的邻域内有

下述形式的 n阶限定展开式：

f .x/ Df .x0/C
f 0 .x0/

1Š
.x � x0/C

f 00 .x0/

2Š
.x � x0/

2

C � � � C
f .n/ .x0/

nŠ
.x � x0/

n
C o

�
.x � x0/

n
�
.x ! x0/

此展开式称为 f 在 x0的邻域内的 Taylor-Young公式.

证明 我们对 n用数学归纳法进行证明.
当 n D 1时, 我们在本节开头证明了

f .x/ D f .x0/C f 0 .x0/ .x � x0/C o .x � x0/ .x ! x0/

现假设定理当 n D k 时成立. 我们来证明当 n D k C 1时定理也成立.
首先由 f .kC1/ .x0/存在表明 f 在 x0的邻域内导函数 f 0在 x0处 k次可导, 故由归纳法假设

f 0.x/ D f 0 .x0/C
f 00 .x0/

1Š
.x � x0/C � � � C

f .kC1/ .x0/

kŠ
.x � x0/

k
C o

�
.x � x0/

k
�
.x ! x0/ ;

从而

lim
x!x0

1

.x � x0/
k

(
f 0.x/ �

"
f 0 .x0/C

f 00 .x0/

1Š
.x � x0/C � � � C

f .kC1/ .x0/

kŠ
.x � x0/

k

#)
D 0
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于是由 L’Hospital法则我们得到

lim
x!x0

1

.x � x0/kC1

(
f .x/ �

"
f .x0/C

f 0.x0/

1Š
.x � x0/C � � � C

f .kC1/.x0/

.k C 1/Š
.x � x0/

kC1

#)

D lim
x!x0

1

.k C 1/.x � x0/k

(
f 0.x/ �

"
f 0.x0/C

f 00.x0/

1Š
.x � x0/C � � � C

f .kC1/.x0/

kŠ
.x � x0/

k

#)
D0

现在我们定义函数 R W I ! R如下：

R.x/ D

8̂̂̂<̂
ˆ̂:

1

.x � x0/kC1

�
f .x/ �

�
f .x0/C

f 0.x0/

1Š
.x � x0/C � � � C

f .kC1/.x0/

.k C 1/Š
.x � x0/

kC1

��
; x ¤ x0;

0; x D x0:

则

f .x/ �

�
f .x0/C

f 0.x0/

1Š
.x � x0/C � � � C

f .kC1/.x0/

.k C 1/Š
.x � x0/

kC1

�
D .x � x0/

kC1R.x/;8x 2 I: (8.1)

lim
x!x0

R.x/ D 0从而

f .x/ �

"
f .x0/C

f 0 .x0/

1Š
.x � x0/C � � � C

f .kC1/ .x0/

.k C 1/Š
.x � x0/

kC1

#
D o

�
.x � x0/

kC1
�
.x ! x0/

或

f .x/ D f .x0/C
f 0 .x0/

1Š
.x � x0/C � � � C

f .kC1/ .x0/

.k C 1/Š
.x � x0/

kC1
C o

�
.x � x0/

kC1
�
.x ! x0/

这就表明定理当 n D k C 1时成立. 因此由数学归纳法知定理对任意的 n 2 N都成立.
注 1)若令 x D x0 C h;则 x ! x0当且仅当 h ! 0;因此上面的 Taylor-Young公式又可表示成下述形式：

f .x0 C h/ D f .x0/C
f 0 .x0/

1Š
hC

f 00 .x0/

2Š
h2

C � � � C
f .n/ .x0/

nŠ
hn

C o
�
hn
�
.h ! 0/:

2)若在上述式8.1中令 k C 1 D n;则我们得到

f .x/ D f .x0/C
f 0 .x0/

1Š
.x � x0/C � � � C

f .n/ .x0/

nŠ
.x � x0/

n
C .x � x0/

nR.x/;8x 2 I;

这里 lim
x!x0

R.x/ D 0 .

多项式 Pn .x � x0/ D

nX
kD0

f .k/ .x0/

kŠ
.x � x0/

k 称为函数 f 在 x0处的 n阶 Taylor-Young多项式, 而

.x � x0/
nR.x/称为函数 f 在 x0处的 n阶 Taylor-Young公式的余项.

显然这种余项 .x � x0/
nR.x/对我们研究误差 f .x/ � Pn .x0/毫无用处. 因为由 R.x/的定义可以

看出它并没有为我们提供任何具体的信息. 因此下面我们来寻求 Taylor-Young公式的更实用的余项.
2)Cauchy积分型与 Lagrange型余项

定理 8.10
若函数 f W I ! R在区间 I 上是 C n类的 .n ⩾ 1/; x0 2 I;则下述展开式成立：

1)

f .x/ D f .x0/C
f 0.x0/

1Š
.x�x0/C� � �C

f .n�1/.x0/

.n � 1/Š
.x�x0/

n�1
C

ˆ x

x0

f .n/.t/

.n � 1/Š
.x�t/n�1 dt; 8x 2 I:

或
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~

2)

f .x/ D f .x0/C
f 0 .x0/

1Š
.x � x0/C � � � C

f .n�1/ .x0/

.n � 1/Š
.x � x0/

n�1
C
f .n/.c/

nŠ
.x � x0/

n ;8x 2 I:

这里 c 介于 x0与 x之间.
(第一个展开式称为带 Cauchy积分型余项ˆ x

x0

f .n/.t/

.n � 1/Š
� .x � t /n�1dt

的 Taylor公式, 第二个展开式称为带 Lagrange型余项
f .n/.c/

nŠ
.x � x0/

n的 Taylor公式).

证明 首先证明第一个展开式. 仍然对 n用数学归纳法证明. 当 n D 1时, 展开式 1)为

f .x/ D f .x0/C

ˆ x

x0

f 0.t/dt;8x 2 I;

这正是我们已经证明了的 Newton-Leibniz公式.
现假设当 n D k 时, 展开式 1 )成立. 我们来证明当 n D k C 1时, 展开式 1 )仍然成立.
由于 f 在 I 上是 C kC1类的, 故利用分部积分法得到ˆ x

x0

f .k/.t/

.k � 1/Š
.x � t/k�1dt

D

"
�
f .k/.t/

kŠ
.x � t /k

#x

x0

C

ˆ x

x0

f .kC1/.t/

kŠ
.x � t/kdt

D
f .k/ .x0/

kŠ
.x � x0/

k
C

ˆ x

x0

f .kC1/.t/

kŠ
.x � t /kdt;8x 2 I:

根据归纳法假设我们有

f .x/ Df .x0/C
f 0 .x0/

1Š
.x � x0/C

f 00 .x0/

2Š
.x � x0/

2
C � � �

C
f .k�1/ .x0/

.k � 1/Š
.x � x0/

k�1
C

ˆ x

x0

f .k/.t/

.k � 1/Š
.x � t /k�1dt

Df .x0/C
f 0 .x0/

1Š
.x � x0/C

f 00 .x0/

2Š
.x � x0/

2
C � � �

C
f .k�1/ .x0/

.k � 1/Š
.x � x0/

k�1
C
f .k/ .x0/

kŠ
.x � x0/

k
C

ˆ x

x0

f .kC1/.t/

kŠ
.x � t/kdt;8x 2 I:

即表明当 n D k C 1时, 展开式 1 )成立. 从而由数学归纳法知, 8n 2 N;展开式 1)成立.
为了证明展开式 2), 我们来计算余项ˆ x

x0

f .n/.t/

.n � 1/Š
.x � t /n�1dt

若 x ⩾ x0;则 .x � t /n�1 ⩾ 0;根据第一积分中值公式, 存在介于 x0与 x之间的一点 c 使得ˆ x

x0

f .n/.t/

.n � 1/Š
.x � t /n�1dt D f .n/.c/

ˆ x

x0

.x � t /n�1

.n � 1/Š
dt D

f .n/.c/

nŠ
.x � x0/

n

将它代入展开式 1)中得到

f .x/ D f .x0/C
f 0 .x0/

1Š
.x � x0/C� � �C

f .n�1/ .x0/

.n � 1/Š
.x � x0/

n�1
C
f .n/.c/

nŠ
.x � x0/

n ;8x 2 I 且 x ⩾ x0:

若 x ⩽ x0;则证明完全类似, 因此 8x 2 I;展开 2 )成立.
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注若 0 2 I;则在上述两个展开式 1)与 2)中用 x0 D 0代入, 我们得到下列两个展开式：

f .x/ Df .0/C
f 0.0/

1Š
x C

f 00.0/

2Š
x2

C � � � C
f .n�1/.0/

.n � 1/Š
xn�1

C

ˆ x

0

f .n/.t/

.n � 1/Š
.x � t/n�1dt

f .x/ Df .0/C
f 0.0/

1Š
x C

f 00.0/

2Š
x2

C � � � C
f .n�1/.0/

.n � 1/Š
xn�1

C
f .n/.c/

nŠ
xn:.8x 2 I /

这里 c 介于 0与 x之间.
这两个展开式又称为 f 的Maclaurin公式.
下面我们来研究余项的估计.
3)余项的估计

定理 8.11

~

若函数 f W I ! R在区间 I 上是 C n类的, x0 2 I;并且存在常数M > 0使得ˇ̌̌
f .n/.x/

ˇ̌̌
⩽M;8x 2 I;

则我们有ˇ̌̌̌
ˇf .x/ �

"
f .x0/C

f 0 .x0/

1Š
.x � x0/C � � � C

f .n�1/ .x0/

.n � 1/Š
.x � x0/

n�1

#ˇ̌̌̌
ˇ ⩽M

jx � x0j
n

nŠ
;8x 2 I:

证明 由于 f 在 I 上是 C n类的, 故由定理8.10有

f .x/ Df .x0/C
f 0 .x0/

1Š
.x � x0/C � � � C

f .n�1/ .x0/

.n � 1/Š
.x � x0/

n�1
C
f .n/.c/

nŠ
.x � x0/

n ;8x 2 I:

以而 ˇ̌̌̌
ˇf .x/ �

"
f .x0/C

f 0.x0/

1Š
.x � x0/C � � � C

f .n�1/.x0/

.n � 1/Š
.x � x0/

n�1

#ˇ̌̌̌
ˇ

D

ˇ̌̌̌
ˇf .n/.c/

nŠ
.x � x0/

n

ˇ̌̌̌
ˇ

⩽M
nŠ

jx � x0j
n;8x 2 I:

K�习题 8.2k

1. 设函数 f W R ! R定义如下：

f .x/ D

8̂<̂
:1C x C

x2

3
C x3 sin

1

x
; x ¤ 0;

1; x D 0:

证明：函数 f 在 x D 0的邻域内有一个 2阶限定展开式, 但 f 在 x D 0处不是 2次可导的.
2. 设函数 f W RC

� ! R定义如下：

8x 2 RC
� ; f .x/ D xp

�
1

x

�
; 这里 p 2 N且 p > 3:

1) 证明：函数 f 可以连续延拓到 x D 0, 并且延拓函数 ef 在 x D 0处可导；

2) 证明：在 x D 0的任意邻域内都包含有函数 f 的间断点. 由此推得 f 在 x D 0的任意邻域

内都有不可导点.
3) 证明：函数 ef 在 x D 0的邻域内有 p � 2阶限定展开式.
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3. 设函数 f W I ! R.0 2 I /在 R上是 C1 类的, 并且 8n 2 N; f .x/ D o
�
xn
�
.x ! 0/ . 试问 f 在

x D 0的邻域内是否恒等于 0？举例说明.
4. 设 I 2 N .0/; f W I ! R满足下述条件：

8n 2 N; f .x/ D o
�
x2
�
.x ! 0/

试问 f 在 I 上是 C1类的吗？考虑下述函数

f .x/ D

8<:e�x2

sin
�
e

1

x2

�
; 若 x 2 .0;C1/；

0; 若 x 2 .�1; 0�:

5. 设 f; g W I ! R是任意两个函数, 我们称函数 f; g在 x 2 I 处是 n阶相等的, 如果

lim
x!a

f .x/ � g.x/

.x � a/2
D 0 或 f � g D o

�
.x � a/n

�
.x ! a/:

1) 证明：若 P;Q 是次数 ⩽ n的关于 .x � a/的多项式, 并且 P;Q 在 a 处是 n阶相等的, 则
P D Q .

2) 若 f 在 a处 n次可导, 并且 P 是次数 ⩽ n的关于 .x � a/的多项式, 它在 a处与 f 是 n阶

相等, 则

P.x/ D f .a/C
f 0.a/

1Š
.x � a/C

f 00.a/

2Š
.x � a/2 C � � � C

f .n/.a/

nŠ
.x � a/n:

6. 设函数 f W Œa; b� ! R在 Œa; b�上是 C 2类的, 并且 f 0.a/ D f 0.b/ D 0 . 证明：存在 � 2 .a; b/使得ˇ̌
f 00.�/

ˇ̌
⩾ 4

.b � a/2
jf .b/ � f .a/j:

7. 设函数 f W Œ0; 2� ! R在 Œ0; 2�上是 C 2类的, 井且 jf .x/j ⩽ 1;
ˇ̌
f 00.x/

ˇ̌
⩽ 1;8x 2 Œ0; 2� . 证明：ˇ̌

f 0.x/
ˇ̌
⩽ 2;8x 2 Œ0; 2�:

8. 设函数 f W Œ0; a� ! R在 Œ0; a�上 nC 1次可导, 并且 f .nC1/.x/在 x D 0处右连续, f .nC1/.0/ ¤

0:8x 2 Œ0; a� , 令

f .x/ D f .0/C
f 0.0/

1Š
x C � � � C

f .n�1/.0/

.n � 1/Š
xn�1

C
f .n/.�/

nŠ
xn;

证明： lim
x!0C

�

x
D

1

nC 1
.

9. 1) 利用 Taylor公式证明：对函数 f W I ! R; x0 2 I , 若 f 00 .x0/存在, 则

f 00 .x0/ D lim
h!0

f .x0 C h/C f .x0 � h/ � 2f .x0/

h2
:

2) 设

f .x/ D

8<:x
2; x ⩾ 0；

�x2; x ⩽ 0:

证明： lim
h!0

f .0C h/C f .0 � h/ � 2f .0/

h2
存在, 但 f 0.0/不存在.

10. 这个题目是要证明带 Schlömlich型余项的 Taylor公式. 它是带 Lagrange型余项 Taylor公式的推
广.
设函数 f W I ! R 在区间 I 上 n 次连续可导, 并且 f 在 I 的内部 n C 1 次可导, p 2 R 且
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8.3 函数限定展开的一般法则

P > �1; x0 2 I , 证明：8x 2 I ,

f .x/ D

nX
kD0

f .k/ .x0/

kŠ
.x � x0/

k
C
f .nC1/.c/

.p C 1/nŠ
.x � c/n�p.x � x0/

pC1;

这里 c 介于 x0与 x之间. 为此我们建议
1) 8x 2 I 且 x ¤ x0 , 令

F.t/ D f .x/ � f .t/ �

nX
kD1

f .k/.t/

kŠ
.x � t /k �

.x � t/pC1

.x � x0/
pC1

 
f .x/ �

nX
kD0

f .k/ .x0/

kŠ
.x � x0/

k

!
.t 2 I / . 证明：存在 c , 它介于 x0与 x之间使得 F 0.c/ D 0 .

2) 计算 F 0.t/ .
3) 由此推得我们的结论.

11. 设 f 2 C 2.R;R/且有上界, f 00.x/ ⩾ 0.8x 2 R/ , 证明 f 是常值函数.
12. 设 f 2 C 2.R;R/且 f; f 00在 R上有界. 证明：f 0在 R上有界, 并且满足不等式

M 2
1 ⩽M0M2:

这里Mi D sup
x2R

ˇ̌̌
f .i/.x/

ˇ̌̌
; i D 0; 1; 2 .

8.3 函数限定展开的一般法则

现在我们利用前面两节的理论来研究函数限定展开的实际方法.
1. 直接按定义展开
这种方法一般只适用于比较简单的函数. 例如, 对某些基本初等函数, 我们可以直接计算它们在

x D 0处的各阶导数以求出它们在 x D 0的邻域内的任意阶的限定展开式 (因为基本初等函数在各自
定义域上都是 C1类的).
例题 8.7正弦、余弦函数在 x D 0的邻域内的限定展开式.
因为

sin.2n/.0/ D 0; sin.2nC1/.0/ D .�1/n

cos.2n/.0/ D .�1/n; cos.2nC1/.0/ D 0:.n D 0; 1; 2; � � � /

所以它们在 x D 0的邻域内的限定展开式为

sin x D x �
x3

3Š
C
x5

5Š
� � � � C .�1/n

x2nC1

.2nC 1/Š
C o

�
x2nC2

�
cos x D 1 �

x2

2Š
C
x4

4Š
� � � � C .�1/n

x2n

.2n/Š
C o

�
x2nC1

� .x ! 0/

例题 8.8指数函数在 x D 0的邻域内的限定展开式.
因为

�
ax
�.n/

D ax.log a/n;
�
ex
�.n/

D ex;8n 2 N;所以
�
ax
�.n/

.0/ D logn a;
�
ex
�.n/

.0/ D 1.0 < a ¤

1;8n 2 N/;从而指数函数在 x D 0的邻域内的限定展开式为

ax
D 1C

log a
1Š

x C
log a
2Š

x2
C � � � C

logn a

nŠ
xn

C o
�
xn
�

ex
D 1C

x

1Š
C
x2

2Š
C � � � C

xn

nŠ
C o

�
xn
� .x ! 0/

例题 8.9函数 x 7�! log.1C x/; x > �1在 x D 0的邻域内的限定展开式.
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直接计算我们得到

Œlog.1C x/�0 D
1

1C x
;

Œlog.1C x/�00 D

�
1

1C x

�0

D �
1

.1C x/2
;

Œlog.1C x/�000 D

�
�

1

.1C x/2

�0

D
1 � 2

.1C x/3

Œlog.1C x/�.4/
D

�
2

.1C x/3

�0

D �
1 � 2 � 3

.1C x/4

于是不难用数学归纳法证明

Œlog.1C x/�.n/
D .�1/n�1 .n � 1/Š

.1C x/n
:

从而

Œlog.1C x/�.n/.0/ D .�1/n�1.n � 1/Š:

因此函数 x 7�! log.1C x/; x > �1在 x D 0的邻域内的限定展开式为

log.1C x/ D x �
x2

2
C
x3

3
�
x4

4
C � � � C .�1/n�1x

n

n
C o

�
xn
�

.x ! 0/

例题 8.10幂函数 x 7�! .1C x/˛; x > �1在 x D 0的邻域内的限定展开式.
若 ˛ D n 2 N;则

.1C x/n D 1C C 1
nx C C 2

nx
2

C � � � C C n
n x

n:

若 ˛ 2 N;且 ˛ ¤ 0 . 则由于�
.1C x/˛

�.n/
D ˛.˛ � 1/.˛ � 2/ � � � .˛ � nC 1/.1C x/˛�nC1;�

.1C x/˛
�.n/

.0/ D ˛.˛ � 1/.˛ � 2/ � � � .˛ � nC 1/;

故函数 x 7�! .1C x/˛; x > �1在 x D 0的邻域内的限定展开式为：

.1C x/˛ D 1C
˛

1Š
x C

˛.˛ � 1/

2Š
x2

C � � � C
˛.˛ � 1/ � � � .˛ � nC 1/

nŠ
xn

C o
�
xn
�
.x ! 0/

特别地, 当 ˛ D �1;
1

2
;�
1

2
时, 我们得到下列三个常用的限定展开式：

1

1C x
D 1 � x C x2

� x3
C � � � C .�1/nxn

C o
�
xn
�
.x ! 0/:

p
1C x D 1C

1

2
x �

1

8
x2

C � � � C .�1/n�1 1 � 3 � � � � � .2n � 3/

2 � 4 � � � � � � 2n
xn
�
xn
�
.x ! 0/:

1
p
1C x

D 1 �
1

2
x C

3

8
x2

� � � � C .�1/n
1 � 3 � � � � � � .2n � 1/

2 � 4 � � � � 2n
xn

C o
�
xn
�
.x ! 0/

2. 和函数的限定展开

定理 8.12

~

设函数 f; g W X ! R在 x D 0 2 X 的邻域内有 n阶限定展开式：

f .x/ D a0 C a1x C a2x
2

C � � � C anx
n

C o
�
xn
�
.x ! 0/;

g.x/ D b0 C b1x C b2x
2

C � � � C bnx
n

C o
�
xn
�
.x ! 0/;

则函数 f C g W X ! R在 x D 0的邻域内也有 n阶限定展开式, 并且

.f C g/.x/ D .a0 C b0/C .a1 C b1/ x C .a2 C b2/ x
2

C � � � C .an C bn/ x
n

C o
�
xn
�
.x ! 0/:
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证明 因为

.f C g/.x/ D .a0 C b0/C .aC b1/ x C .a2 C b2/ x
2

C � � � C .an C bn/ x
n

C o
�
xn
�

C o
�
xn
�

D .a0 C b0/C .a1 C b1/ x C .a2 C b2/ x
2

C � � � C .an C bn/ x
n

C o
�
xn
�
.x ! 0/

例题 8.11考虑双曲正弦、余弦函数 x 7�! sinh x; x 7�! cosh x; x 2 R在 x D 0的邻域内的限定展开式.
由于 sinh x D

1

2

�
ex

� e�x
�
; cosh x D

1

2

�
ex

C e�x
�
,及

ex
D 1C

x

1Š
C
x2

2Š
C
x3

3Š
C � � � C

xn

nŠ
C o

�
xn
�
.x ! 0/;

e�x
D 1 �

x

1Š
C
x2

2Š
�
x3

3Š
C � � � C .�1/n

xn

nŠ
C o

�
xn
�
.x ! 0/;

故由上述定理推得

2 sinh x D.1 � 1/C

�
1

1Š
C
1

1Š

�
x C

�
1

2Š
�
1

2Š

�
x2

C

�
1

3Š
C
1

3Š

�
x3

C � � � C

�
1

nŠ
� .�1/n

1

nŠ

�
xn

C o
�
xn
�
.x ! 0/

2 cosh x D.1C 1/C

�
1

1Š
�
1

1Š

�
x C

�
1

2Š
C
1

2Š

�
x2

C

�
1

3Š
�
1

3Š

�
x3

C � � � C

�
1

nŠ
C .�1/n

1

nŠ

�
xn

C o
�
xn
�
.x ! 0/

因此

sinh x D x C
1

3Š
x3

C � � � C
1

.2nC 1/Š
x2nC1

C o
�
x2nC1

�
cosh x D 1C

1

2Š
x2

C
1

4Š
x4

C � � � C
1

.2n/Š
x2n

C o
�
x2n

� .x ! 0/

3. 乘积函数的限定展开

定理 8.13

~

设函数 f; g W X ! R在 x D 0 2 X 的邻域内有 n阶限定展开式：

f .x/ D a0 C a1x C a2x
2

C � � � C anx
n

C o
�
xn
�
.x ! 0/;

g.x/ D b0 C b1x C b2x
2

C � � � C bnx
n

C o
�
xn
�
.x ! 0/;

则函数 fg W X ! R在 x D 0的邻域内也有 n阶限定展开式, 并且

fg.x/ Da0b0 C .a0b1 C a1b0/ x C .a0b2 C a1b1 C a2b0/ x
2

C � � �

C .a0bn C a1bn�1 C � � � C anb0/ x
n

C o
�
xn
�
.x ! 0/

证明 直接将 f 与 g的限定展开式相乘得到

fg.x/ D
�
a0 C a1x C a2x

2
C � � � C anx

n
� �
b0 C b1x C b2x

2
C � � �

Cbnx
n
�

C
�
a0 C a1x C a2x

2
C � � � C anx

n
C o

�
xn
��
o
�
xn

C
�
b0 C b1x C b2x

2
C � � � C bnx

n
C o

�
xn
��
o
�
xn
�

Da0b0 C .a0b1 C a1b0/ x C .a0b2 C a1b1 C a2b0/ x
2

C � � �

C .a0bn C a1bn�1 C � � � C anb0/ x
n

C
�
.a1bn C a2bn�1 C � � � C anb1/ x

nC1
C � � � C anbnx

2n

C
�
a0 C a1x C a2x

2
C � � � C anx

n
C o

�
xn
��
o
�
xn
�

C
�
b0 C b1x C b2x

2
C � � � C bnx

n
C o

�
xn
��
o
�
xn
��
.x ! 0/:
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而根据定理8.2知, 上式右边方括号 Œ� � � � � � � D o
�
xn
�
.x ! 0/;因此

fg.x/ Da0b0 C .a0b1 C a1b0/ x C .a0b2 C a1b1 C a2b0/ x
2

C � � �

C .a0bn C a1bn�1 C � � � C anb0/ x
n

C o
�
xn
�
.x ! 0/

例题 8.12求函数 x 7�! sin x log.1C x/.x > �1/在 x D 0的邻域内的 5阶限定展开式.
由 sin x及 log.1C x/在 x D 0的邻域内的限定展开式可知, 我们只需取

sin x D x �
x3

3Š
C o

�
x4
�
; log.1C x/ D x �

x2

2
C
x3

3
�
x4

4
C o

�
x4
�
;

于是

sin x log.1C x/ D

�
x �

x3

3Š
C o

�
x4
���

x �
x2

2
C
x3

3
�
x4

4
C o

�
x4
��

Dx2
�
1

2
x3

C

�
1

3
�
1

3Š

�
x4

C

�
1

2 � 3Š
�
1

4

�
x5

C o
�
x5
�

Dx2
�
1

2
x3

C
1

6
x4

�
1

6
x5

C o
�
x5
�
.x ! 0/:

4. 商函数的限定展开

定理 8.14

~

设函数 f; g W X ! R 在 x D 0 2 X 的邻域内有 n 阶限定展开式, 并且 g.0/ ¤ 0; 则函数
f

g
W x ! R在 x D 0的邻域内也有 n阶限定展开式.

证明 设

f .x/ D a0 C a1x C a2x
2

C � � � C anx
n

C o
�
xn
�

g.x/ D b0 C b1x C b2x
2

C � � � C bnx
n

C o
�
xn
� .x ! 0/:

由于 g.0/ ¤ 0;故 b0 ¤ 0 . 于是在 x D 0的充分小邻域内 g ¤ 0 . 令

P.x/ D a0 C a1x C a2x
2

C � � � C anx
n

Q.x/ D b0 C b1x C b2x
2

C � � � C bnx
n

由多项式的升幂除法知, 存在两个多项式 S.x/;R.x/使得

P.x/ D S.x/Q.x/C xnC1R.x/;

这里 S.x/的次数 ⩽ n . 于是

f .x/ � o
�
xn
�

D S.x/
�
g.x/ � o

�
xn
��

C xnC1R.x/.x ! 0/

或

f .x/ D S.x/g.x/C o
�
xn
�

� S.x/o
�
xn
�

C xnC1R.x/;

因此
f .x/

g.x/
D S.x/C

o .xn/ � S.x/o .xn/C xnC1R.x/

g.x/

由于
o .xn/ � S.x/o .xn/C xnC1R.x/

g.x/
D o

�
xn
�
.x ! 0/;
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故
f .x/

g.x/
D S.x/C o

�
xn
�
.x ! 0/:

此即表明函数
f

g
在 x D 0的邻域内有 n阶限定展开式.

例题 8.13求正切函数 x 7�! tan x; x 2 R �

n
k� C

�

2

ˇ̌̌
k 2 Z

o
在 x D 0的邻域内的 5阶限定展开式.

由于 tan x D
sin x
cos x

并且 cos 0 D 1 ¤ 0;故若我们取

sin x D x �
1

6
x3

C
1

120
x5

C o
�
x5
�
;

cos x D 1 �
1

2
x2

C
1

24
x4

C o
�
x5
�
.x ! 0/;

则直接由多项式的升幂除法得到

因此

tan x D x C
1

3
x3

C
2

15
x5

C o
�
x5
�
.x ! 0/

5. 复合函数的限定展开

定理 8.15

~

设函数 f W X ! R与函数 g W Y ! R在 x D 0 2 X \ Y 的邻域内都有 n阶限定展开式, 并且满
足条件：

1. f .0/ D 0;

2. 0是 Z D X \ f �1.Y /的聚点.
则复合函数 g ı f W Z ! R在 x D 0的邻域内也有 n阶限定展开式.

证明 由于 f .0/ D 0;故存在 x D 0的一个邻域 U 使得 f 在 X \ U 内的 n阶限定展开式为

f .x/ D a1x C a2x
2

C � � � C anx
n

C o
�
xn
�
.x ! 0/:

现在设函数 g在 y D 0的邻域内的 n阶限定展开式为

g.y/ D b0 C b1y C b2y
2

C � � � C bny
n

C o
�
yn
�
.y ! 0/:

由于 f .x/ ! 0.x ! 0/并且 8x 2 Z D X \ f �1.Y /; f .x/ 2 Y;故我们有

g ı f .x/ D b0 C b1.f .x//C b2.f .x//
2

C � � � C bn.f .x//
n

C o
�
.f .x//n

�
.x ! 0/
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根据定理8.13及定理8.12, 在 x D 0的邻域内 b0 C b1.f .x// Cb2.f .x//
2

C � � � C bn.f .x//
n 有一个

n阶限定展开式

c0 C c1x C c2x
2

C � � � C cnx
n

C o
�
xn
�
.x ! 0/:

另一方面, 由于

.f .x//n D
�
a1x C a2x

2
C � � � C anx

n
C o

�
xn
��n

D xn
�
a1 C a2x C � � � C anx

n�1
C o

�
xn�1

��n
;

故 o
�
.f .x//n

�
D o

�
xn
�
;从而

g ı f .x/ D c0 C c1x C c2x
2

C � � � C cnx
n

C o
�
xn
�

C o
�
xn
�

D c0 C c1x C c2x
2

C � � � C cnx
n

C o
�
xn
�
.x ! 0/:

因此复合函数 g ı f 在 x D 0的邻域内有 n阶限定展开式.
例题 8.14求函数 x 7�! .1C x/x; x > �1在 x D 0的邻域内的 4阶限定展开式.

令 f .x/ D x log.1C x/; x > �1; g.y/ D ey ; y 2 R则

.1C x/x D ex log.1Cx/
D g ı f .x/.x > �1/;

并且函数 f; g满足定理8.15的全部条件, 因此函数 x 7�! .1C x/x; x > �1在 x D 0的邻域内有 4阶限
定展开式.
我们取

f .x/ D x

�
x �

x2

2
C
x3

3
C o

�
x3
��

D x2

�
1 �

x

2
C
x2

3
C o

�
x2
��
.x ! 0/

g.y/ D 1C y C
y2

2
C o

�
y2
�
.y ! 0/

则

f 2.x/ D x4
C o

�
x4
�
.x ! 0/

从而

.1C x/x D1C

�
x2

�
1

2
x3

C
1

3
x4

C o
�
x4
��

C
1

2

�
x4

C o
�
x4
��

C o
�
f 2.x/

�
.x ! 0/

D1C x2
�
1

2
x3

C
5

6
x4

C o
�
x4
�
.x ! 0/

6. 导函数的限定展开

定理 8.16

~

设 I � R是任一包含 0的开区间, 函数 f W I ! R在 x D 0处 n ⩾ 2次可导, 并且 f 在 x D 0的

邻域内的 n阶限定展开式为

f .x/ D a0 C a1x C a2x
2

C � � � C anx
n

C o
�
xn
�
.x ! 0/;

则 f 0在 x D 0的邻域内存在, 并且有 n � 1阶限定展开式

f 0.x/ D a1 C 2a2x C 3a2x
2

C � � � C nanx
n�1

C o
�
xn�1

�
.x ! 0/:

证明 因为 f 在 x D 0处 n次可导, 故由定理8.15知, f 在 x D 0的邻域内的 n阶限定展开式的系数 ak
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为

ak D
f .k/.0/

kŠ
; k D 0; 1; � � � ; n:

由于 f 在 x D 0处 n ⩾ 2次可导, 故 f 0 在 x D 0的充分小邻域内 n � 1 ⩾ 1次可导, 从而由定
理8.15知 f 0在 x D 0的邻域内有 n � 1阶限定展开式, 并且

f 0.x/ Df 0.0/C
f 00.0/

1Š
x C

f 000.0/

2Š
x2

C � � � C
f .n/.0/

.n � 1/Š
xn�1

C o
�
xn�1

�
.x ! 0/

D
f 0.0/

1Š
C 2 �

f 00.0/

2Š
x C 3 �

f 000.0/

3Š
x2

C � � � C n �
f .n/.0/

nŠ
xn�1

C o
�
xn�1

�
Da1 C 2a2x C 3a3x

2
C � � � C nanx

n�1
C o

�
xn�1

�
.x ! 0/

例题 8.15求函数 x 7�!
cos x

1C sin x
; x 2

�
�
�

2
;
�

2

�
在 x D 0的邻域内的 3阶限定展开式.

由于 Œlog.1C sin x/�0 D
cos x

1C sin x
;故我们首先求函数 x 7�! log.1C sin x/; x 2

�
�
�

2
;
�

2

�
在 x D 0

的邻域内的 4阶限定展开式. 我们取

sin x D x �
x3

3Š
C o

�
x4
�
.x ! 0/

log.1C y/ D y �
y2

2
C
y3

3
�
y4

4
C o

�
y4
�
.y ! 0/

于是

log.1C sin x/ D

�
x �

x3

6
C o

�
x4
��

�
1

2

�
x �

x3

6
C o

�
x4
��2

C
1

3

�
x �

x3

6
C o

�
x4
��3

�
1

4

�
x �

x3

6
C o

�
x4
��4

C o

 �
x �

x3

6
C o

�
x4
��4

!

Dx �
x3

6
�
1

2

�
x2

�
x4

3

�
C
x3

3
�
x4

4
C o

�
x4
�

Dx �
x2

2
C
x3

6
�
x4

12
C o

�
x4
�
.x ! 0/

因此由定理8.16我们得到函数 x 7�!
cos x

1C sin x
; x 2 .�

�

2
;
�

2
/在 x D 0的邻域内的 3阶限定展开式：

cos x
1C sin x

D Œlog.1C sin x/�0

D 1 � x C
x2

2
�
x3

3
C o

�
x3
�
.x ! 0/

注意如果只假设函数 f W I ! R在 I 上可导, 那么即使 f 在 x D 0的邻域内有 n ⩾ 1阶的限定展

开式存在, 我们也不能保证导函数 f 0在 x D 0的邻域也有 n � 1阶的限定展开式存在.
例如, 考虑函数 f W R ! R如下：

f .x/ D

8̂<̂
:x

2 sin
1

x
; x ¤ 0

0; x D 0

显然 f 在 R上可导, 并且在 x D 0的邻域内有 1阶限定展开式

f .x/ D o.x/.x ! 0/:

但导函数 f 0 在 x D 0 的邻域内并没有 0 阶限定展开式存在, 因为 f 0.x/ D 2x sin
1

x
� cos

1

x
; x ¤

0; f 0.0/ D 0 . 在 x D 0处不连续.

272



8.3 函数限定展开的一般法则

同样, 对于如下定义的函数 g W R ! R;

g.x/ D

8<:e� 1

x2 sin e
1

x2 ; x ¤ 0

0; x D 0

易知 g在 R上可导, 并且在 x D 0的邻域内有任意 n ⩾ 0阶的限定展开式

g.x/ D o
�
xn
�
.x ! 0/

但它的导函数 g0在 x D 0处不连续, 故 g0在 x D 0的邻域内不存在任何阶的限定展开式.
7. 原函数的限定展开

定理 8.17

~

设 I � R是任一包含 0的开区间, f W I ! R在 I 上是 C n.n ⩾ 1/类的, 并且 f 在 x D 0的邻

域内的 n阶限定展开式为

f .x/ D a0 C a1x C a2x
2

C � � � C anx
n

C o
�
xn
�
.x ! 0/;

则 f 的原函数 x 7�! F.x/ D

ˆ x

0

f .t/dt; x 2 I 在 x D 0的邻域内有 nC 1阶限定展开式, 并且
ˆ x

0

f .t/dt D a0x C
a1

2
x2

C
a2

3
x3

C � � � C
an

nC 1
xnC1

C o
�
xnC1

�
.x ! 0/

证明 因为 f 在 I 上是 C n 类的, 故原函数 F 在 I 上是 C nC1 类的, 并且 F 0.x/ D

�ˆ x

0

f .t/dt
�0

D

f .x/;8x 2 I . 于是函数 F 在 x D 0的邻域内有 nC 1阶限定展开式, 设它为ˆ x

0

f .t/dt D b0 C b1x C b2x
2

C � � � C bnC1x
nC1

C o
�
xnC1

�
.x ! 0/

由定理8.16知

f .x/ D F 0.x/ D b1 C 2b2x C 3b3x
2

C � � � C .nC 1/bnC1x
n

C o
�
xn
�
.x ! 0/

由 f 的 n阶限定展开式的唯一性得列

b1 D a0; b2 D
a1

2
; b3 D

a2

3
; � � � ; bnC1 D

an

nC 1
:

由于 F.0/ D 0;故 b0 D 0;因此最后我们得到ˆ x

0

f .t/dt D a0x C
a1

2
x2

C
a2

3
x3

C � � � C
an

nC 1
xnC1

C o
�
xnC1

�
.x ! 0/

例题 8.16求反正弦、反余弦函数 x 7�! arcsin x; x 7�! arccos x;2 .�1; 1/在 x D 0的邻域内的 2nC 1

阶限定展开式.
由于 arcsin x D

ˆ x

0

1
p
1 � t2

dt; arccos x D
�

2
� arcsin x;而

1
p
1 � t2

在 t D 0的邻域内的 2n阶限

定展开式为：

1
p
1 � t2

D 1C
1

2
t2 C

3

8
t4 C � � � C

1 � 3 � � � � � .2n � 1/

2 � 4 � � � � � 2n
t2n

C o
�
t2nC1

�
.t ! 0/;

故由定理8.17, 我们得到

arcsin x Dx C
1

2
�
x3

3
C
3

8
�
x5

5
C � � � C

1 � 3 � � � � � � .2n � 1/

2 � 4 � � � � 2n
�
x2nC1

2nC 1
C o

�
x2nC1

�
;

arc cos x D
�

2
� x �

1

2
�
x3

3
�
3

8
�
x5

5
� � � � �

1 � 3 � � � � .2n � 1/

2 � 4 � � � � 2n
�
x2nC1

2nC 1
C o

�
x2nC1

�
:

.x ! 0/

例题 8.17求反正切、反余切函数 x 7�! arctan x; x 7�! arccot x; x 2 R在 x D 0的邻域内的 2nC 1阶
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�习题 8.3

限定展开式.
由于

arctan x D

ˆ x

0

1

1C t2
dt; arccot x D

�

2
� arctan x

而
1

1C t2
在 t D 0的邻域内的 2n阶限定展开式为

1

1C t2
D 1 � t2 C t4 � � � � C .�1/nt2n

C o
�
t2n
�
.t ! 0/;

故由定理8.17, 我们得到

arctan x Dx �
x3

3
C
x5

5
� � � � C .�1/n

x2nC1

2nC 1
C o

�
x2nC1

�
;

arccot x D
�

2
� x C

x3

3
�
x5

5
C � � � C .�1/nC1 x

2nC1

2nC 1
C o

�
x2nC1

�
; .x ! 0/:

K�习题 8.3k
1. 直接按定义求下列各函数 x 7! f .x/, x 2 X 在 x D 1的邻域内的 3阶限定展开式：

1/ f .x/ D 1C 2x C 3x2
C 4x8 2/ f .x/ D

p
x

3/ f .x/ D xx
� 1 4/ f .x/ D log x

2. 利用 Taylor公式作下列各近似计算：

1/ e精确到 10�8 2/ sin 1ı精确到 10�8

3/ cos 9ı精确到 10�5 4/
p
9精确到 10�4

3. 求下列各函数 f 在 x D 0的邻域内的限定展开式：

1/ f .x/ D esinx; .4阶 / 2/ f .x/ D arsinh x; .5阶 /

3/ f .x/ D artanh x; .5阶 / 4/ f .x/ D sin.log.1C x//; .4阶 /

5/ f .x/ D
p
1C tan x; .3阶 / 6/ f .x/ D e

�p
cos x

�
; .4阶 /

7/ f .x/ D .tan x/.cos x/x �
x2

cos2 x
; .7阶 / 8/ f .x/ D exp .cos.log cos x// ; .5阶 /

4. 设函数 f; g W R ! R在 x D 0的邻域内有 4阶限定展开式：

f .x/ D x C ax2
C bx3

C cx4
C o.x4/;

g.x/ D x C ax2
C ˇx3

C 
x4
C o.x4/:

.x ! 0/

1) 设 F.x/ D f ı g.x/ � g ı f .x/, 求 F.x/在 x D 0邻域内的 4阶限定展开式；
2) 由此导出函数

x 7!
sin x

1 � sin x
� sin

� x

1 � x

�
; x 2 .�

1

2
;
1

2
/

在 x D 0邻域内的 4阶限定展开式.
5. 试求函数

x 7!
1

.1C tan x/ cos2 x
; x 2 .�

�

2
;
�

2
/

在 x D 0的邻域内的 4阶限定展开式.

6. 试求函数 x 7!

ˆ 2x

x

1

1C t2 C t4
dt 在 x D 0的邻域内的 5阶限定展开式.
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7. 设 f .x/ D cos x �
1C ax2

1C bx2
; a; b 2 R; a > 0:确定常数 a; b, 使得 f .x/当 x ! 0时是尽可能高阶

的无穷小.
8. 设 f .x/ D tan x, 利用微分关系

f 0.x/ D 1C f 2.x/; x 2 .�
�

2
;
�

2
/

求 tan x在 x D 0邻域内的 8阶限定展开式.
9. 设

f .x/ D artanh.arsinh x/ � arsinh.artanh x/; x 2 R:

试求 f .x/在 x D 0邻域内的 7阶限定展开式：
1) 令 g.u/ D artanhu, 利用 g0.u/ D

1

1 � u2
, 求 g.u/在 u D 0邻域内的 7阶展开式；

2) 令 h.v/ D arsinh v, 利用 h0.v/ D
1

p
1C v2

, 求 h.v/在 v D 0邻域内的 7阶展开式；

3) 由此导出 f 在 x D 0的邻域内的 7阶限定展开式.

8.4 函数限定展开的推广

前面我们研究的函数 f W X ! R在聚点 x0的邻域内的限定展开有两个方面的限制：

1. x0 2 X;

2. 限于展开为多项式函数.
在实际问题中, 有时我们还要考虑函数 f 在聚点 x0 … X 的邻城内按其他函数的展开. 因此下面我

们对函数限定展开作三个方面的推广.
1. 限定展开的第一个推广
设 X � R是一非空集合. x0 2 R是 X 的聚点, 但 x0 … X . 函数 f W X ! R满足条件：

1. f 是 hx0;1i型无穷大,
2. 存在 n 2 N使得 lim

x!x0

.x � x0/
n f .x/ D A 2 R;

3. 函数

x 7�! F.x/ D

8<:.x � x0/
n f .x/; x 2 X

A; x D x0

在 x0的邻域内有 m > n阶的限定展开式：

F.x/ D a0 C a1 .x � x0/C a2 .x � x0/
2

C � � � C am .x � x0/
m

C o
�
.x � x0/

m
�
.x ! x0/ :

这时, 8x 2 X 我们有

f .x/ D
a0

.x � x0/
n C

a1

.x � x0/
n�1

C � � � C
an�1

x � x0
C an

C anC1 .x � x0/C � � � C am .x � x0/
m�n

C o
�
.x � x0/

m�n
�
.x ! x0/ :

此式通常称为函数 f 在 x0的邻域内的 m � n阶的广义限定展开式.
例题 8.18考虑函数 x 7�! cot x; x 2

�
0;
�

2

�
在 x D 0的邻域内 3阶广义限定展开式.
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因为 lim
x!0C

cot x D C1;并且

cot x D
cos x
sin x

D
1 �

x2

2
C

x4

24
C o

�
x5
�

x �
x3

6
C

x5

120
C o

�
x6
�.x ! 0/

所以

x cot x D
1 �

x2

2
C

x4

24
C o

�
x5
�

1 �
x2

6
C

x4

120
C o

�
x5
�

D 1 �
x2

3
�
x4

45
C o

�
x4
�
.x ! 0/

因此函数 x 7�! cot x; x 2

�
0;
�

2

�
在 x D 0的邻域内的 3阶广义限定展开式为

cot x D
1

x
�
x

3
�
x3

45
C o

�
x3
�
.x ! 0/:

例题 8.19求函数 x 7�!
1

sin x
; x 2 .�

�

2
;
�

2
/ � f0g在 x D 0的邻域内的 3阶广义限定展开式.

因为 lim
x!0C

1

sin x
D C1; lim

x!0�

1

sin x
D �1;并且

sin x D x �
x3

6
C
x5

120
C o

�
x5
�
.x ! 0/;

所以

x
1

sin x
D

x

x �
x3

6
C

x5

120
C o

�
x6
� D

1

1 �
x2

6
C

x4

120
C o

�
x4
�

D 1C
x2

6
C
7x4

360
C o

�
x4
�
.x ! 0/

因此
1

sin x
D
1

x
C
x

6
C
7x3

360
C o

�
x3
�
.x ! 0/:

此即为函数 x 7�!
1

sin x
; x 2 .�

�

2
;
�

2
/ � f0g在 x D 0的邻域内的 3阶广义限定展开式.

2. 限定展开的第二个推广
设 X � R是任一非空集合, C1或 �1为 X 的无穷远聚点, f W X ! R是任一函数.
为了研究函数 f 在无穷远处的性态, 我们可以先作变元替换 x D

1

y
;则 y ! 0C 或 0�. 然后与出

F.y/ D f

�
1

y

�
在 y D 0的邻域内的广义限定展开式：

F.y/ D
a0

yn
C

a1

yn�1
C � � � C

an�1

y
C an C anC1y C � � � C anCmy

m
C o

�
ym
�
.y ! 0/;

返回到原变元 x得到

f .x/ D a0x
n

C a1x
n�1

C � � � C an�1x C an C
anC1

x
C � � � C

anCm

xm
C o

�
1

xm

�
.x ! ˙1/

此展开式称为函数 f 在无穷远C1或 �1的邻域内的 m阶广义限定展开式.
例题 8.20研究函数 x 7�!

1

x � 1
; x ¤ 1在无穷远C1或 �1的邻域内的广义限定展开式.

由于
1

x � 1
D

1
x

1 �
1
x

.x ¤ �1/;
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故若令
1

x
D y;则我们得到

1

x � 1
D

y

1 � y
Dy

�
1C y C y2

C � � � C yn
C o

�
yn
��
.y ! 0/

D y C y2
C y3

C � � � C ynC1
C o

�
ynC1

�
.y ! 0/

D
1

x
C

1

x2
C

1

x3
C � � � C

1

xnC1
C o

�
1

xnC1

�
.x ! ˙1/:

此即为函数 x 7�!
1

x � 1
; x ¤ 1在C1或 �1邻域内的 nC 1阶广义限定展开式.

例题 8.21研究函数 x 7! f .x/ D

ˆ x2

x

1
p
1C t4

dt; x 2 R在C1邻域内 10阶广义限定展开式.

令
1

x
D y;则

F.y/ D f

�
1

y

�
D

ˆ 1

y2

1
y

1
p
1C t4

dt D �

ˆ y2

y

1
p
1C z4

dz

D �f .y/

由于

f 0.y/ D
2yp
1C y8

�
1p

1C y4

D 2y

�
1 �

1

2
y8

C o
�
y8
��

�

�
1 �

1

2
y4

C
3

8
y8

C o
�
y8
��

D �1C 2y C
1

2
y4

�
3

8
y8

� y9
C o

�
y9
� �
y ! 0C

�
故由定理8.17我们得到

f .y/ D �y C y2
C

1

10
y5

�
1

24
y9

�
1

10
y10

C o
�
y10

� �
y ! 0C

�
因此函数 x 7�! f .x/ D

ˆ x2

x

1
p
1C t4

dt; x 2 R在C1邻域内的 10阶广义限定展开式为

f .x/ D �f

�
1

x

�
D
1

x
�
1

x2
�

1

10x5
C

1

24x9
C

1

10x10
C o

�
1

x10

�
.x ! C1/

3. 限定展开的第三个推广
前面我们研究的函数限定展开是按 ( x ! x0 )的整数次幂函数进行有限展开. 现在我们研究函数

按 xp.log x/q 型函数的有限展开.
首先我们对无穷小 fxp.log x/qg

�
x ! 0C

�
的顺序证明下述引理.

引理 8.1

~

8p; p0
2 N; q; q0

2 N [ f0g;若 p > p0或 p D p0; q < q0;则我们有

lim
x!0C

xp.log x/q

xp0.log x/q0
D 0

证明 令

y D
xp.log x/q

xp0
.log x/q0 D xp�p0

.log x/q�q0
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8.4 函数限定展开的推广

1. 若 p > p0：则 p � p0 > 0;显然当 q � q0 ⩽ 0时, y ! 0.x ! 0C), 当 q � q0 > 0时, 由于

y
1

q�q0 D x
p�p0

q�q0 log x ! 0
�
x ! 0C

�
;

故必有 y ! 0
�
x ! 0C

�
.

2. 若 p D p0; q < q0：这时 y D .log x/q�q0

! 0
�
x ! 0C

�
.

根据此引理, 当 p > p0或 p D p0; q < q0时,

xp.log x/q D o
�
xp0

.log x/q
0
� �
x ! 0C

�
因此无穷小 fxp.log x/qgp2N； q2N[f0g可按下列顺序排列：

� � � x.log x/3; x.log x/2; x.log x/; x

� � � x2.log x/3; x2.log x/2; x2.log x/; x2

� � � x3.log x/3; x3.log x/2; x3.log x/; x3

� � � � � � � � � � � � � � �

因此, 对给定函数 f 在 x D 0的邻域内按无穷小 fxp.log x/qg进行有限展开时, 我们将按上述顺
序进行排列.

例题 8.22研究函数 x 7�!

�
1C

1

x

�x logx

; x > 0在 x D 0的邻域内按 fxp.log x/qg的广义限定展开, 精

确到 x3 .

令 y D log
�
1C

1

x

�x logx

,则

y D x log x log
�
1C

1

x

�
D x log xŒlog.1C x/ � log x�

D �x log2 x C x log x
�
x �

x2

2
C o

�
x2
��

D �x log2 x C x2 log x �
x3

2
log x C x log xo

�
x2
�
.x ! 0C/

因此 �
1C

1

x

�x logx

x Dey

D1C y C
y2

2
C
y3

6
C o

�
y3
�
.y ! 0/

D1C

�
�x log2 x C x2 log x �

x3

2
log x C o

�
x3 log6 x

��
C
1

2

�
�x log2 x C x2 log x �

x3

2
log x C o

�
x3 log6 x

��2

C
1

6

�
�x log2 x C x2 log x �

x3

2
log x C o

�
x3 log6 x

��3

C o

 �
�x log 2x C x2 log x �

x3

2
log x C o

�
x3 log 6x

��3
! �
x ! 0C

�
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�习题 8.4

根据引理, 我们有
x3

2
log x D o

�
x3 log6 x

�
; x3 log3 x D o

�
x3 log6 x

� �
x ! 0C

�
1

2

�
�x log 2x C x2 log x �

x3

2
log x C o

�
x3 log x

��2

D
1

2
x2 log4 x C o

�
x3 log6 x

� �
x ! 0C

�
1

6

�
�x.log x/2 C x2 log x �

x8

2
log x C o

�
x8 log x

��3

D �
1

6
x3.log x/6 C o

�
x3 log6 x

� �
x ! 0C

�
因此 �

1C
1

x

�x logx

D 1 � x log2 x C
1

2
x2 log4 x C x2 log x �

1

6
x3 log6 x C o

�
x3 log6 x

� �
x ! 0C

�

K�习题 8.4k

1. 求函数 x 7! .x � 1/e
x

x�1 ; x > 0在 x ! C1邻域内的 3阶广义限定展开式.
2. 求函数 x 7!

1

1 � cos x
; x 2 .�

�

2
;
�

2
/ � f0g在 x D 0邻域内的 4阶广义限定展开式.

3. 求函数 x 7! x � x2 log
�
1C

1

x

�
; x > 0在 x ! C1邻域内的 2阶广义限定展开式, 并证明：

lim
x!C1

�
x � x2 log

�
1C

1

x

��
D
1

2
:

4. 求函数 x 7!
x3 C 2

x � 1
; x ¤ 1在 x ! C1邻域内的 3阶广义限定展开式.

5. 求函数 x 7! x

�q
x2 C

p
x4 C 1 �

p
2 x

�
在 x ! C1邻域内的 2阶广义限定展开式.

6. 设 f .x/ D

p
x2 � x C 1C

n
p
x3 C �x2.� 2 R/:试确定常数 �, 使得 lim

x!�1
f .x/ D 0;并写出 f .x/

在 x ! �1邻域内的 2阶广义限定展开式.
7. 求函数 x 7! e

1
x

p
x.x C 2/; x > 0在 x ! C1邻域内的 3阶广义限定展开式.

8. 求函数 x 7!

�
1C

1

x

�x

在 x D 0的邻域内按 fx�p.log x/q j p; q 2 Ng展开的广义限定展开式, 精

确到 x3 .

8.5 函数限定展开的应用

这里我们主要介绍函数限定展开的三个方面的应用.
1. 函数不定型极限的计算
函数的限定展开是计算函数不定型极限的一个非常有效的方法.
设函数 f; g W X ! R在 x D 0 2 X 处满足下列条件：

1. f 在 x D 0处 n次可导, 并且 f .0/ D f 0.0/ D f 00.0/ D � � � D f .n�1/.0/ D 0; f .n/.0/ ¤ 0；

2. g在 x D 0处 m次可导, 并且 g.0/ D g0.0/ D g00.0/ D � � � D g.m�1/.0/ D 0; g.m/.0/ ¤ 0.
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8.5 函数限定展开的应用

那么 f; g在 x D 0的邻域内的限定展开式为

f .x/ D
f .n/.0/

nŠ
xn

C o
�
xn
�

g.x/ D
g.m/.0/

mŠ
xm

C o
�
xm
� .x ! 0/

因此 f .x/ �
f .n/.0/

nŠ
xn; g.x/ �

g.m/.0/

mŠ
xm.x ! 0/ . 从而

lim
x!0

f .x/

g.x/
D lim

x!0

f .n/.0/
nŠ

xn

g.m/.0/
mŠ

xm

D

8̂̂̂̂
<̂̂
ˆ̂̂̂:
0; 若 n > m;

f .n/.0/

g.n/.0/
; 若 n D m;

h0;1i型无穷大, 若 n < m:

例题 8.23计算 lim
x!0

�
1

sin2 x
�
1

x2

�
.

因为
1

sin2 x
�
1

x2
D
.x � sin x/.x C sin x/

x2 sin2 x
;

而

x C sin x D x C

�
x �

x3

6
C o

�
x3
��
.x ! 0/;

x � sin x D x �

�
x �

x3

6
C o

�
x3
��
.x ! 0/;

因此

lim
x!0

�
1

sin2 x
�
1

x2

�
D lim

x!0

.x � sin x/.x C sin x/
x2 sin2 x

D lim
x!0

h
2x �

x3

6
C o

�
x3
�i h

x3

6
C o

�
x3
�i

x2 sin2 x

D lim
x!0

1
3
x4 C o

�
x4
�

x2 sin2 x

D lim
x!0

1
3
x4

x2 � x2

D
1

3

例题 8.24计算 lim
x!0C

.1C x/
logx

x � x

x .xx � 1/
.
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因为

x
�
xx

� 1
�

D x
�
ex logx

� 1
�

D x

�
x log x C

1

2
x2.log x/2 C o

�
x2 log2 x

��
D x2 log x C o

�
x2 log2 x

� �
x ! 0C

�
.1C x/

logx

x � x D e
logx

x
log.1Cx/

� x

D e.logx/Œ1� x
2

Co.x/� � x

D x
h
e� 1

2
x logxC.logx/o.x/

i
� x

D �
1

2
x2 log x C o

�
x2 log2 x

� �
x ! 0C

�
所以

lim
x!0C

.1C x/
logx

x � x

x .xx � 1/
D lim

x!0C

�
1
2
x2 log x C o

�
x2 log2 x

�
x2 log x C o

�
x2 log2 x

�
D lim

x!0C

�
1
2
x2 log x
x2 log x

D �
1

2

对于 x ! ˙1时的不定型极限, 也可以用函数限定展开的方法进行计算.

例题 8.25计算 lim
x!C1

h
.1C x/

1
x � x

1
x

i
.x log x/2

xx
1
x � x

.

因为

.1C x/
1
x � x

1
x Dx

1
x

�
1C

1

x

� 1
x

� x
1
x

De
1
x

logx
h
e

1
x

log.1C 1
x / � 1

i
De

1
x

logx

�
1

x
log

�
1C

1

x

�
C o

�
1

x
log

�
1C

1

x

���
De

1
x

logx

�
1

x2
C o

�
1

x2

��
.x ! C1/

�
1

x2
.x ! C1/;

所以 h
.1C x/

1
x � x

1
x

i
.x log x/2 �

1

x2
� x2 log2 x D log2 x

.x ! C1/:
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又因为

xx
1
x

� x D x

�
xx

1
x �1

� 1

�
D x

�
e
�
x

1
x �1

�
logx

� 1

�
D x

�
e
�
e

1
x logx�1

�
logx

� 1

�
D x

�
elogx

�
logx

x
Co

�
logx

x

��
� 1

�
D x

"
e

log2 x

x
Co

�
log2 x

x

�
� 1

#

D x

"
log2 x

x
C o

 
log2 x

x

!#
� log2 x.x ! C1/;

因此我们得到

lim
x!C1

h
.1C x/

1
x � x

1
x

i
.x log x/2

xx
1
x � x

D lim
x!C1

log2 x

log2 x
D 1

2. 函数局部极值的研究

定义 8.5

|

设 X � R是任一非空集合, f W X ! R是任一函数. a 2 X 是任一固定点.
1. 我们称函数 f 在 a处取局部极大 (小)值, 如果

9ı > 0;8x 2 X \ B.a; ı/ H) f .x/ ⩽ f .a/.f .x/ ⩾ f .a//:

这时 a称为 f 的局部极大 (小)值点.
2. 我们称函数 f 在 a处取严格局部极大 (小)值, 如果

9ı > 0;8x 2 X \ VB.a; ı/ H) f .x/ < f .a/.f .x/ > f .a//:

这时 a称为 f 的严格局部极大 (小)值点.
3. 函数 f 的局部极大与极小值点统称为 f 的局部极值点. f 在局部极值点所取的函数值称

为 f 的局部极值.

从上述定义可知, 若 a是 X 的孤立点, 则 a既是 f 的局部极大值点, 又是 f 的局部极小值点. 显
然, 这种孤立局部极值点毫无意义. 因此今后我们要研究的是 X 中为聚点的局部极值点.

定理 8.18 (极值点的必要条件)

~

若函数 f W X ! R有局部极值点 a 2 X;并且 a是 X 的聚点, 则
1. a是非双侧聚点.
2. 或 a是双侧聚点, 这时下述情形有并且只有一种成立：

i) f 在 a处不可导

ii) f 在 a处可导, 并且 f 0.a/ D 0

证明 若 a是非双侧聚点, 则结论 1)成立. 于是我们设 a是 X 的双侧聚点.
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8.5 函数限定展开的应用

若 f 在 a处不可导. 则定理证毕.
若 f 在 a处可导. 我们来证明必有 f 0.a/ D 0 .
不妨设 a是 f 的局部极大值点. 于是

f 0.a/ D f 0
C .a/ D lim

x!aC

f .x/ � f .a/

x � a
⩽ 0

f 0.a/ D f 0
� .a/ D lim

x!a�

f .x/ � f .a/

x � a
⩾ 0

因此 f 0.a/ D 0 .
同理可证 a是局部极小值点的情形.

注由上述定理可知, f 的局部极值点只可能存在于下述三种类型的点之中：
1. X 的非双侧的聚点. 特别地当 X 是若干区间的并时, 属于 X 的子区间的左或右端点；

2. f 的不可导点；
3. f 0.x/ D 0的零点.

这三种 (不一定都是互不包含的)类型的点统称为函数 f W X ! R的局部极值可疑点.
下面的三个例子表明这些类型的局部极值可疑点可以不是局部极值点.

例题 8.26考虑函数

x 7�! f .x/ D

8̂<̂
:x

2 sin
1

x
; x > 0；

0; x D 0:

x D 0是 f 的定义域 RC的右侧聚点. f 在 x D 0处可导, f 0.0/ D 0;但 x D 0不是 f 的局部极值点.
例题 8.27考虑符号函数 x 7�! sgn.x/; x 2 R .

x D 0是此符号函数的不可导点, 但 x D 0不是它的局部极值点.
例题 8.28考虑函数 x 7�! f .x/ D x3; x 2 R .

x D 0是 f 的定义域 R的双侧聚点, 并且 f 在 x D 0处可导, f 0.0/ D 0;但 x D 0也不是 f 的局

部极值点.
因此定理8.18的条件不是极值的充分条件.

定理 8.19 (极值点的充分条件)

~

设 I � R是一非空区间, a 2 I . 假设函数 f W I ! R在 a处连续, 并且在 I \ VB.a; ı/上可导.
1. a是 I 的右端点,
若 f 0.x/ > 0.< 0/8x 2 VB�.a; ı/ \ I;则 a是 f 的严格局部极大 (小)值点.

2. a是 I 的左端点,
若 f 0.x/ < 0.> 0/8x 2 VBC.a; ı/ \ I;则 a是 f 的严格局部极大 (小)值点.

3. a是 I 的内点,

若 f 0.x/

8<:> 0; 8x 2 VBC.a; ı/ \ I

< 0; 8x 2 VB�.a; ı/ \ I 
f 0.x/

(
< 0; 8x 2 VBC.a; ı/ \ I

> 0; 8x 2 VB�.a; ı/ \ I

!

则 a是 f 的严格局部极小 (大)值点.
若 f 0.x/ > 0;8x 2 VB.a; ı/\ I ；或 f 0.x/ < 0;8x 2 VB.a; ı/\ I;则 a不是 f 的局部极值点.
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证明 1)因为 a是 I 的右端点, 所以存在 ı > 0使得

I \ VBC.a; ı/ D ∅; I \ VB�.a; ı/ � I:

若 f 0.x/ > 0.< 0/;8x 2 VB�.a; ı/ \ I;则由 Lagrange中值定理知, 8x 2 I \ B�.a; ı/;

f .x/ � f .a/ D f 0.�/.x � a/; � 2 .x; a/:

由假设 f 0.�/ > 0.< 0/推得 f .x/ � f .a/ < 0.> 0/或

f .x/ < f .a/.f .x/ > f .a//;8x 2 I \ VB�.a; ı/;

因此 a是 f 的严格局部极大 (小)值点.
同理可证结论 2). 结合结论 1)与 2)的讨论可知结论 3)成立.

例题 8.29考虑如下定义的函数 f ：

x 7�! f .x/ D

8̂<̂
:
ˇ̌̌̌
x2 sin

1

x

ˇ̌̌̌
; x ¤ 0

0; x D 0

它的图形 (图8.1)是由函数 x 7�! F.x/ D

8̂<̂
:x

2 sin
1

x
; x ¤ 0

0; x D 0

的位于 x 轴上方的图形部分与位于 x 轴

下方的图形关于 x轴的对称图形所组成.

图 8.1

下面我们研究此函数 f 的局部极值点.
1)f 的定义域 R无非双侧聚点.
2)f 的不可导点 (只可能是 f .x/ D 0的点)：
设 x ¤ 0;由 f .x/ D 0或 x2 sin

1

x
D 0得到 x D

1

k�
.k ¤ 0/ .

对 x D
1

2k�
：由于

f 0
C

�
1

2k�

�
D lim

x! 1
2k�

C

f .x/ � f
�

1
2k�

�
x �

1
2k�

D lim
x! 1

2k�

C

�x2 sin 1
x

x �
1

2k�

D lim
x! 1

2k�

C

�
�2x sin

1

x
C cos

1

x

�
D 1
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f 0
�

�
1

2k�

�
D lim

x! 1
2k�

�

f .x/ � f
�

1
2k�

�
x �

1
2k�

D lim
x! 1

2k�

�

x2 sin 1
x

x �
1

2k�

D lim
x! 1

2k�

�

�
2x sin

1

x
� cos

1

x

�
D �1

故 x D
1

2k�
是 f 的不可导点.

对 x D
1

.2k C 1/�
：同理可证 x D

1

.2k C 1/�
也是 f 的不可导点.

由于 f 0.0/ D 0;故 f 的全部不可导点为
1

k�
.k 2 Z � f0g/ . 因为 f .x/ ⩾ 0;故这些不可导点都是 f

的严格局部极小值点.
3)f 0.x/ D 0的点：

因为 f 0.0/ D 0 . 并且 f .0/ D 0;故 x D 0是 f 的局部极小值点.
对 x ¤ 0;由

0 D F 0.x/ D

�
x2 sin

1

x

�0

D 2x sin
1

x
� cos

1

x

得到 tan
1

x
D
1

2
�
1

x
. 此方程在

�
�
2

�
;
2

�

�
上无解, 在每一个区间

�
1

k� C
�
2

;
1

k� �
�
2

�
.k 2 Z; k ¤ 0/上

存在唯一的解 xk .
函数 F 在 xk 处或取正的严格局部极大值, 或在 xk 处取负的严格局部极小值.
因此 xk.k ¤ 0/是 f 的严格局部极大值点.
上面的定理8.19是利用函数的一阶导数来研究函数的局部极值点的存在性. 如果函数有更高阶的

导数存在, 则我们有下述局部极值点的判断准则, 即定理8.20 .

定理 8.20

~

设 X � R是任一非空集合, x0 2 X 是一聚点. 函数 f W X ! R在 x0 处 n次可导, 并且满足条
件：

f 0 .x0/ D f 00 .x0/ D � � � D f .n�1/ .x0/ D 0; f .n/ .x0/ ¤ 0

1. n为偶数：若 f .n/ .x0/ > 0;则 x0是 f 的严格局部极小值点；若 f .n/ .x0/ < 0;则 x0是 f

的严格局部极大值点.
2. n为奇数：x0不是局部极值点 (参见图8.2).

证明 因为 f 在 x0处 n次可导, 故 f 在 x0的邻域内有 n阶限定展开式

f .x/ Df .x0/C
f 0 .x0/

1Š
.x � x0/C

f 00 .x0/

2Š
.x � x0/

2
C � � �

C
f .n/ .x0/

nŠ
.x � x0/

n
C o

�
.x � x0/

n
�
.x ! x0/

由假设 f 0 .x0/ D f 00 .x0/ D � � � D f .n�1/ .x0/ D 0; f .n/ .x0/ ¤ 0得到

f .x/ D f .x0/C
f .n/ .x0/

nŠ
.x � x0/

n
C o

�
.x � x0/

n
�
.x ! x0/ ;
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或

f .x/ � f .x0/ D
f .n/ .x0/

nŠ
.x � x0/

n Œ1C o.1/� .x ! x0/ :

由此可知, 存在 ı > 0;在 X \ VB .x0; ı/内, f .x/ � f .x0/与
f .n/ .x0/

nŠ
.x � x0/

n同号.

1. n 为偶数：若 f .n/ .x0/ > 0; 则
f .n/ .x0/

nŠ
.x � x0/

n > 0; 8x 2 X \ VB .x0; ı/ ; 从而 f .x/ >

f .x0/ ;8x 2 X \ VB .x0; ı/ . 因此 x0是 f 的严格局部极小值点；若 f .n/ .x0/ < 0;则

f .n/ .x0/

nŠ
.x � x0/

n < 0;8x 2 X \ B .x0; ı/ ;

从而 f .x/ < f .x0/ ;8x 2 X \ VB .x0; ı/ ;因此 x0是 f 的严格局部极大值点.
2. n为奇数：这时当 f .n/ .x0/ > 0时

f .n/ .x0/

nŠ
.x � x0/

n

8<:> 0; 8x 2 X \ VBC .x0; ı/；

< 0; 8x 2 X \ VB� .x0; ı/ :

因此 x0不是局部极值点. 当 f n .x0/ < 0时, 类似可证, x0也不是 f 的局部极值点.

图 8.2

例题 8.30指出正弦函数 x 7�! sin x; x 2 R的全部局部极值点及相应的局部极值.
由于 .sin x/0 D cos x;8x 2 R;故由 cos x D 0解得

xn D n� C
�

2
.n 2 Z/:

另一方面, 由于 .sin x/00 D � sin x;并且

.sin x/00 .xn/ D � sin xn D � sin
�
n� C

�

2

�
D .�1/nC1

(
> 0; n D 2k C 1；

< 0; n D 2k;
k 2 Z:

因此根据定理8.20知, 正弦函数 x 7�! sin x; x 2 R 的全部局部极值点为 xn D n� C
�

2
.n 2 Z/, 并且

x2kC1 D .2k C 1/� C
�

2
.k 2 Z/是严格局部极小值点, 其极小值为 �1 , 而 x2k D 2k� C

�

2
.k 2 Z/是

严格局部极大值点, 其极大值为 1.
例题 8.31研究函数

x 7�! f .x/ D

(
e� 1

x2 ; x ¤ 0

0; x D 0

的局部极值点.
由于 f 0.x/ D

2

x3
e� 1

x2 ;8x ¤ 0;故 f 在 R � f0g上没有局部极值点.
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对 x D 0;因我们在第 6章 § 2的例 6.16中已证

f .n/.0/ D 0;8n 2 N:

故对 x D 0;定理 8.20不适用. 然而由于

f .x/ > f .0/ D 0;8x ¤ 0;

故直接由定义知, x D 0是此函数的严格局部极小值点, 其极小值为 0 .
3. 函数图形的研究
1)函数图形的局部形态

定理 8.21

~

设 x � R是任一非空集合, x0 2 I . 函数 f W X ! R在 x0处 n次可导, 并且满足条件：

f 00 .x0/ D f 000 .x0/ D � � � D f .n�1/ .x0/ D 0; f .n/ .x0/ ¤ 0:

1. n为偶数：若 f .n/ .x0/ > 0.< 0/;则 f 的曲线在点 .x0; f .x0//的附近位于曲线过此点的切

线的上 (下)方.
2. n为奇数：则 f 的曲线在点 .x0; f .x0//的附近位于该点切线的两侧, 此时称 f 的曲线在

点 .x0; f .x0//处与该点的切线横截相交.

证明 因为 f 在 x0处 n次可导, 并且

f 00 .x0/ D f 00 .x0/ D � � � D f .n�1/ .x0/ D 0; f .n/ .x0/ ¤ 0;

所以 f 在 x0的邻域内的 n阶限定展开式为

f .x/ D f .x0/C f 0 .x0/ .x � x0/C
f .n/ .x0/

nŠ
.x � x0/

n
C o

�
.x � x0/

n
�
.x ! x0/

因此

f .x/ �
�
f .x0/C f 0 .x0/ .x � x0/

�
D
f .n/ .x0/

nŠ
.x � x0/

n Œ1C o.1/� .x ! x0/

由此可知, 存在 ı > 0使得8x 2 X\ VB .x0; ı/ ; f .x/�
�
f .x0/C f 0 .x0/ .x � x0/

�
与
f .n/ .x0/

nŠ
.x � x0/

n

同号.
1. n为偶数：若 f .n/ .x0/ > 0;则 f .x/ �

�
f .x0/C f 0 .x0/ .x � x0/� > 0;8x 2 X \ VB .x0; ı/ . 由于

y D f .x0/C f 0 .x0/ .x � x0/

正好是函数 f 的曲线在点 .x0; f .x0// 处的切线 T 的方程, 故上述不等式表明在点 .x0; f .x0//

的附近, f 的曲线位于切线 T 的上方.
若 f .n/ .x0/ < 0;则 f .x/ �

�
f .x0/C f 0 .x0/ .x � x0/

�
< 0; 8x 2 X \ VB .x0; ı/ .

因此在点 .x0; f .x0//的附近, f 的曲线位于切线 T 的下方.
2. n为奇数：这时若 f .n/ .x0/ > 0.< 0/;则

f .x/ �
�
f .x0/C f 0 .x0/ .x � x0/

� ( > 0.< 0/;8x 2 X \ VBC .x0; ı/；

< 0.> 0/;8x 2 X \ VB� .x0; ı/

因此在 x0 的右侧, f 的曲线位于切线 T 的上 (下)方, 而在 x0 的左侧, f 的曲线位于切线 T 的

下 (上)方. 故 f 的曲线在点 ( x0; f .x0/ )处与切线 T 横截相交.
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图 8.3

2)函数图形的无穷远分支的形态
在第 5章 §4我们定义了函数图形的渐近线. 现在我们利用
函数的广义限定展开可以确定函数图形的无穷远分支的渐近线及无穷远分支与渐近线之间的相互

位置关系.
例如, 设函数 f W I ! R在 x D ˙1邻域内有下述形式的广义限定展开式：

f .x/ D a0 C a1x C
a2

x
C o

�
1

x

�
.x ! ˙1/:

1. 若 a1 D 0;则由 f .x/ � a0 ! 0.x ! ˙1/;知无穷远分支 �C1或 ��1有水平渐近线 y D a0 .
2. 若 a1 ¤ 0; 则由 f .x/ � Œa0 C a1x� ! 0.x ! ˙1/ 知无穷远分支 �C1 或 ��1 有斜渐近线

y D a0 C a1x .
在˙1邻域内, 若

a2

x
> 0.< 0/;则无穷远分支在渐近线 y D a0 Ca1x的上 (下)方.

例题 8.32研究函数 x 7�! f .x/ D
4
p
x4 C x2 �

3
p
x3 C x2; x 2 R的无穷远分支的渐近线.

首先我们考虑 x ! C1时的无穷远分支 �C1

令 y D
1

x
. 则

f .x/ D
4

s
1

y4
C

1

y2
�

3

s
1

y3
C

1

y2

D
1

y

�
4

q
1C y2 �

3
p
1C y

�
D
1

y

�
1C

1

4
y2

C o
�
y2
�

� 1 �
1

3
y C

1

9
y2

C o
�
y2
��

D
1

y

�
�
1

3
y C

13

36
y2

C o
�
y2
��

D �
1

3
C
13

36
y C o.y/

D �
1

3
C
13

36

1

x
C o

�
1

x

�
.x ! C1/:

由此可知 f 当 x ! C1的无穷远分支 �C1有水平渐近线 y D �
1

3
;并且由于在C1邻域内

13

36

1

x
> 0;

故此无穷远分支位于渐近线 y D �
1

3
的上方.
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对于 x ! �1的无穷远分支 ��1;由于

f .x/ D
4

s
1

y4
C

1

y2
�

n

s
1

y3
C

1

y2

D �
1

y

�
4

q
1C y2 C

n
p
1C y

�
D �

1

y

�
1C

1

4
y2

C o
�
y2
�

C 1C
1

3
y �

1

9
y2

C o
�
y2
��

D �
1

y

�
2C

1

3
y C

5

36
y2

C o
�
y2
��

D �
1

3
� 2x �

5

36

1

x
C o

�
1

x

�
.x ! �1/

故 f 当 x ! �1的无穷远分支 ��1有斜渐近线 y D �
1

3
� 2x;并且由于在 �1邻域内 �

5

36

1

x
> 0;故

此无穷远分支位于渐近线 y D �
1

3
� 2x的上方.

3)函数图形的可延展性
有时出现这种情形：f 在 a 处没有定义, 但经过适当的延拓后所得新函数 Qf 不仅在点 a 处连续,

而且在点 a处可导.
例题 8.33研究函数 x 7�! f .x/ D

1

ex � 1
�
1

x
; x ¤ 0在 x D 0处的可延拓性.

利用 ex 在 x D 0的邻域内的限定展开式, 我们有

lim
x!0

f .x/ D lim
x!0

1C x � ex

x .ex � 1/
D lim

x!0

�
1
2
x2 C o

�
x2
�

x.x C o.x//
D �

1

2

若令

ef .x/ D

8̂<̂
:f .x/; x ¤ 0；

�
1

2
; x D 0；

则函数 ef W R ! R在 x D 0处连续, 并且在 x D 0处可导. 事实上,

lim
x!0

ef .x/ � ef .0/
x

D lim
x!0

f .x/C
1
2

x

D lim
x!0

2C x C .x � 2/ex

2x2 .ex � 1/

D lim
x!0

2C x C .x � 2/
�
1C x C

1
2
x2 C

1
6
x3 C o

�
x3
��

2x2Œx C o.x/�

D lim
x!0

1
6
x3 C o

�
x3
�

2x3 C o
�
x3
�

D
1

12

因此 ef 在 x D 0处可导, 并且 ef 0.0/ D
1

12
.

最后我们总结上述研究, 给出函数作图的步骤.
4)函数作图的具体步骤

1. 确定 f 的定义域 X . 通常 X 是由若干个开区间组成.
2. 计算 f 0.x/; f 00.x/; x 2 X;并确定 f 0; f 00 的符号变化区间, 从而确定 f 的单调性区间及凸凹性区

问.
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3. 确定 f 的无穷远分支、渐近线及其相互位置.
4. 确定 f 在其定义城 X 的每一个开子区间端点的可延拓性.
5)列出 f .x/; f 0.x/; f 00.x/的变化表格.
6)最后两出 f 的简图.

例题 8.34画出函数 x 7�! f .x/ D .x � 1/e
x

x�1 的图形.
1. f 的定义域 X D .�1; 1/ [ .1;C1/ .
2. 计算 f 0.x/及 f 00.x/ .
直接计算得到

f 0.x/ D
x � 2

x � 1
e

x
x�1 ; f 00.x/ D

1

.x � 1/3
e

x
x�1

由此可知：

8x 2 .�1; 1/; f 0.x/ > 0; f 00.x/ < 0

因此 f 在此区间上单调上升, 并且是凹的.
8x 2 .1; 2/; f 0.x/ < 0; f 00.x/ > 0: . 因此 f 在此区间上单调下降, 并且是凸的.
8x 2 .2;C1/; f 0.x/ > 0; f 00.x/ > 0 . 因此 f 在此区间上单调上升, 并且是凸的.
当 x D 2时, f 0.2/ D 0

3. 确定 f 的无穷远分支及渐近线.
因为

lim
x!1�

f .x/ D lim
x�1�

.x � 1/e
x

x�1 D lim
x!1�

e.x � 1/e
1

x�1 D 0;

lim
x!1C

f .x/ D lim
x!1C

.x � 1/e
x

x�1 D lim
x!1C

e.x � 1/e
1

x�1 D C1;

lim
x!˙1

f .x/ D lim
x!˙1

.x � 1/e
x

x�1 D ˙1;

所以 f 当 x ! 1C及当 x ! ˙1时有无穷远分支 �1C ; �˙1.
当 x ! 1C的 f 的无穷远分支 �1C有垂直渐近线 x D 1 .
为了研究当 x ! ˙1时 f 的无穷远分支的渐近线, 我们对 f 在˙1邻域内作广义的限定展开.

f .x/ D e.x � 1/e
1

x�1

D e.x � 1/

�
1C

1

x � 1
C

1

2.x � 1/2
C o

�
1

.x � 1/2

��
.x ! ˙1/

D ex C
e

2.x � 1/
C o

�
1

x � 1

�
.x ! ˙1/

由此可知当 x ! ˙1 时 f 的无穷远分支 �˙1 有斜渐近线 y D ex; 并且由于在 C1 邻域内
e

2.x � 1/
> 0;故此无穷远分支�C1位于渐近线 y D ex的上方, 而由于在�1邻域内

e
2.x � 1/

<

0;故当 x ! �1时的无穷远分支 ��1位于渐近线 y D ex的下方.
4. 研究 f 在 x D 1处可延拓性.
因为

lim
x!1�

f .x/ D 0; lim
x!1C

f .x/ D C1;
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所以 f 在 .�1; 1/上可连续延拓到 x D 1;令

ef .x/ D

8<:f .x/; x 2 .�1; 1/；

0; x D 1

则

lim
x!1�

ef .x/ � ef .1/
x � 1

D lim
x!1�

.x � 1/e
x

x�1

x � 1
D lim

x!1�
e

x
x�1 D 0

因此 f 在 x D 1处可导, 并且 f 0.1/ D 0;从而 f 的图形在 x D 1处有切线 y D 0 .
5. 列出 f .x/; f 0.x/; f 00.x/的变化表格.

x .�1; 1/ 1 .1; 2/ 2 .2;C1/

f 0.x/ C 0 � 0 C

f .x/ % 0 & e2
%

f 00.x/ � C C

图 8.4

K�习题 8.5k
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�习题 8.5

1. 计算下列各极限值：

1/ lim
x!0

1 � cos x
tan2 x

2/ lim
x!0

.1 � cos x/ arctan x
x sin2 x

3/ lim
x!0

.1 � ex/ sin x
x2 C x3

4/ lim
x!0

�
tan x
x

� 1

x2

5/ lim
x! �

3

e
1

cosx log
2x

�
6/ lim

x!0C
.cos x/

1
xa ; .a ⩾ 0/

7/ lim
x!C1

1

x
log

ex � 1

x
8/ lim

x!C1
x.log x/2

�
sin

1

log x
� sin

1

log.x C 1/

�
9/ lim

x!1

xx� 1
x � x

.log x/2
10/ lim

x!0

1

x7
tan8 x

h
.cos x/x

2

� 1
i

11/ lim
x!e

.log x � 1/ log jx � ej 12/ lim
x!0

.1C sin x/
1
x � e1� x

2

.1C tan x/
1
x � e1� x

2

13）确定常数 a , 使得 lim
x!0

xa

�
.sinh np

x/3 � x
8
p

sinh x3 � x

�
D A ¤ 0 .

2. 求下列各函数 f 的局部极值点与相应的局部极值：

1/ f .x/ D
p
2x � x2 2/ f .x/ D x C

1

x

3/ f .x/ D xx 4/ f .x/ D e
x�1

x2

5/ f .x/ D
n
p
x3 � 3x C 2 6/ f .x/ D .1C tan x/cotx

3. 试求函数

x 7�! f .x/ D

8<:x
2x; x > 0；

x C 1; x ⩽ 0

的局部极值点与局部极值.
4. 设 n;m 2 N; a > 0 , 试确定函数

x 7�! f .x/ D xn
� .a � x/m; x 2 R

的局部极值点与局部极值, 并画出图形.
5. 试找出 Riemann函数

x 7�! R.x/ D

8̂̂̂̂
<̂
ˆ̂̂:
0; x 2 .0; 1/ \ Qc；

1

p
; x 2 .0; 1� \ Q; x D

q

p
; p; q互质；

1; x D 0

的全部严格局部极大值点.
6. 设 ai 2 R(i D 1; 2; : : : ; n).

1) 求函数 x 7�! f .x/ D

nX
iD1

.x � ai /
2, x 2 R的局部极小值；

2) 求函数 x 7�! f .x/ D

nX
iD1

jx � ai j
2, x 2 R的局部极小值；

3) 求函数 x 7�! f .x/ D

nX
iD1

�i jx � ai j, x 2 R的局部极小值, 其中 �i > 0(i D 1; 2; : : : ; n).
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�习题 8.5

7. 设函数 f W Œa; b� ! R在 Œa; b�上连续, 并且 Œa; b�中的每一点 x 都是 f 的局部极大值点. 证明 f

是常值函数.
8. 试反证法及区间套定理证明：不可能存在一个函数 f W I ! R(其中 I � R是一区间), 使得 I 的

每一点都是 f 的严格局部极大值点.
9. 求函数 f .x/ D x3

� 3x, x 2 R在集合 E D
˚
x 2 R j x4

C 36 ⩽ 13x2
	
上的最大值.

10. 画出下列各函数 f 的图形：

1/ f .x/ D x2 arctan
1

1C x
2/ f .x/ D e

1
x

p
x.x C 2/

3/ f .x/ D x C

p
x2 C 1 4/ f .x/ D

log jx � 2j

log jxj
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第九章 广义积分

在第 5章中我们研究的一元实值函数 f 的 Riemann积分
ˆ b

a

f .x/dx 有两方面的限制：一是 Œa; b�

为有限闭区间；二是函数 f 在 Œa; b�上有界. 这一章我们取消这些限制, 介绍函数的广义积分.

9.1 广义积分的定义

1.
ˆ b�

c

f .x/dx型广义积分

设 c 2 R; c < b ⩽ C1 , 假设函数 f W Œc; b/ ! R满足下述条件：

1. f 在 Œc; b/的任一有限闭区间 Œ˛; ˇ�上可积,
2. 当 b < C1时, lim

x!b�
f .x/ D ˙1(这时 b称为 f 的奇点或瑕点)

于是 8d 2 Œc; b/ , 积分
ˆ d

c

f .x/dx存在. 我们定义函数 F W Œc; b/ ! R如下：

8d 2 Œc; b/; F.d/ D

ˆ d

c

f .x/dx

定义 9.1

|

设函数 f W Œc; b/ ! R满足上面的条件, 则 f 在 Œc; b/上的广义积分, 记为
ˆ b

c

f .x/dx , 定义为：

1.
ˆ b�

c

f .x/dx存在” lim
d!b�

F.d/ D lim
d!b�

ˆ d

c

f .x/dx存在 (有限或˙1/, 并且这时,
ˆ b�

c

f .x/dx ≜ lim
d!b�

ˆ d

c

f .x/dx；

2.
ˆ b�

c

f .x/dx收敛” lim
d!b�

ˆ d

c

f .x/dx有限；

3.
ˆ b�

c

f .x/dx发散” lim
d!b�

ˆ d

c

f .x/dx不存在或˙1 .

从几何意义上来看,

b D C1：广义积分

ˆ C1

c

f .x/dx就是平面上由 x轴、直线 x D c及函数 f W Œc;C1/ ! R的曲

线 � 所围的向右无限伸展的平面图形 G 的 “面积”.

若

ˆ C1

c

f .x/dx收敛, 则 G 的 “面积”存在且有限

若

ˆ C1

c

f .x/dx发散, 则 G 的 “面积”存在但为正无穷大或负无穷大, 或根本没有 “面积”.



9.1 广义积分的定义

图 9.1

b < C1：广义积分

ˆ b�

c

f .x/dx就是平面上由 x轴、直线 x D c与 x D b及函数 f W Œc; b/ ! R

的曲线 � 所围的向正 y 轴方向无限伸展的平面图形 G 的 “面积”(这里我们假设 lim
d!b�

f .x/ D C1 ).

若

ˆ b�

c

f .x/dx收敛, 则 G 的 “面积”存在且有限.

若

ˆ b�

c

f .x/dx发散, 则 G 的 “面积”存在但为正无穷大或负无穷大, 或根本没有 “面积”.

图 9.2

例题 9.1考虑广义积分
ˆ C1

0

e�xdx .

函数 x 7�! e�x; x 2 Œ0;C1/连续, 并且

lim
d!C1

ˆ d

0

e�xdx D lim
d!C1

�
1 � e�d

�
D 1

因此广义积分

ˆ C1

0

e�xdx 收敛, 并且
ˆ C1

0

e�xdx D 1

例题 9.2考虑广义积分
ˆ C1

1

1

x
dx .

函数 x 7�!
1

x
; x 2 Œ1;C1/连续, 并且

lim
d!C1

ˆ d

1

1

x
dx D lim

d!C1
log d D C1

故广义积分

ˆ C1

1

1

x
dx发散, 但有值

ˆ C1

1

1

x
dx D C1
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例题 9.3考虑广义积分
ˆ C1

0

cos xdx .

函数 x 7�! cos x; x 2 Œ0;C1/连续, 并且

lim
d!C1

ˆ d

0

cos xdx D lim
d!C1

sin d 不存在,

故广义积分

ˆ C1

0

cos xdx不存在, 从而
ˆ C1

0

cos xdx发散.

例题 9.4考虑广义积分
ˆ 1�

0

1
p
1 � x

dx与
ˆ 1�

0

1

1 � x
dx .

这里两个函数 x 7�!
1

p
1 � x

; x 7!
1

1 � x
; x 2 Œ0; 1/都连续, x D 1是 f 的奇点, 并且

lim
c!1�

ˆ c

0

1
p
1 � x

dx D lim
c!1�

Œ�2
p
1 � x�c0 D 2 � lim

c!1�
2
p
1 � c D 2

lim
c!1�

ˆ c

0

1

1 � x
dx D lim

c!1�
Œ� log.1 � x/�c0 D � lim

c!1�
log.1 � c/ D C1

因此广义积分

ˆ 1�

0

1
p
1 � x

dx收敛, 而广义积分
ˆ 1�

0

1

1 � x
dx发散, 并且

ˆ 1�

0

1
p
1 � x

dx D 2;

ˆ 1�

0

1

1 � x
dx D C1

2.
ˆ c

aC

f .x/dx 型广义积分

设 �1 ⩽ a < c < C1 , 函数 f W .a; c� �! R满足下述条件：

1. f 在 .a; c�的任一有限闭区间 Œ˛; ˇ�上可积,
2. 当 a > �1时, lim

x!aC
f .x/ D ˙1(这时 a称为 f 的奇点或瑕点).

这时, 我们可以仿照 1 , 类似地定义 f 在 .a; c�上的广义积分

ˆ c

aC

f .x/dx为：ˆ c

aC

f .x/dx存在” lim
d!aC

ˆ c

d

f .x/dx存在 (有限或˙1/并且这时

ˆ c

aC

f .x/dx ≜ lim
d!aC

ˆ c

d

f .x/dx;
ˆ c

aC

f .x/dx收敛” lim
d!aC

ˆ c

d

f .x/dx有限,
ˆ c

aC

f .x/dx发散” lim
d!aC

ˆ c

d

f .x/dx不存在或为˙1.

例题 9.5考虑广义积分
ˆ 1

0C

log xdx .

这里函数 x 7�! log x; x 2 .0; 1�连续, x D 0是它的唯一奇点, 由于

lim
d!0C

ˆ 1

d

log xdx D lim
d!0C

�
Œx log x�1d �

ˆ 1

d

dx
�

D �1

故广义积分

ˆ 1

0C

log xdx 收敛, 其值
ˆ 1

0C

log xdx D �1
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例题 9.6考虑广义积分
ˆ 0

�1

e�x cos xdx .

这里函数 x 7�! e�x cos x; x 2 .�1; 0�连续. 8d < 0 , 直接计算得到ˆ 0

d

e�x cos xdx D
1

2
e�d .� sin d C cos d/ �

1

2

由此可知, 极限 lim
d!�1

ˆ 0

d

e�x cos xdx不存在, 因此广义积分
ˆ 0

�1

e�x cos xdx不存在, 从而发散.

3.
ˆ b�

aC

f .x/dx 型广义积分

设 �1 ⩽ a < b ⩽ C1 , 假设函数 f W .a; b/ �! R满足下述条件：

1. f 在 .a; b/的任一有限闭区间 Œ˛; ˇ�上可积,

2. 当 a > �1; b < C1时, lim
x!aC

f .x/ D ˙1; lim
x!b�

f .x/ D ˙1(即 a; b是 f 的奇点或瑕点).

现在我们假设对某一 c 2 .a; b/ , 广义积分之和
ˆ c

aC

f .x/dx C

ˆ b�

c

f .x/dx 2 R . 于是由定义可推

知下面两个简单结论成立：

1. 8c0
2 .a; b/;

ˆ c0

aC

f .x/dx C

ˆ b�

c0

f .x/dx 2 R,

2.
ˆ c

aC

f .x/dx C

ˆ b�

c

f .x/dx D

ˆ c0

aC

f .x/dx C

ˆ b�

c0

f .x/dx .

2)式表明
ˆ c

aC

f .x/dx C

ˆ b�

c

f .x/dx的值与 c 的选择无关, 因此我们引入下述定义.

定义 9.2

|

设函数 f W .a; b/ �! R满足上面所述条件, 则 f 在 .a; b/上的广义积分, 记为
ˆ b�

aC

f .x/dx , 定

义为：

1.
ˆ b�

aC

f .x/dx 存在,对某一 c 2 .a; b/;

ˆ c

aC

f .x/dx C

ˆ b�

c

f .x/dx 是有限实数或 ˙1 . 并

且这时 ˆ b�

aC

f .x/dx ≜
ˆ c

aC

f .x/dx C

ˆ b�

c

f .x/dx

2.
ˆ b�

aC

f .x/dx收敛”对某一 c 2 .a; b/;

ˆ c

aC

f .x/dx与
ˆ b�

c

f .x/dx收敛.

3.
ˆ b�

aC

f .x/dx 发散 ” 对某一 c 2 .a; b/;

ˆ c

aC

f .x/dx 与
ˆ b�

c

f .x/dx 中至少有一个发

散. 特别地, 若
ˆ c

aC

f .x/dx D C1.�1/;

ˆ b�

c

f .x/dx D �1.C1/ ；或

ˆ c

aC

f .x/dx 与
ˆ b�

c

f .x/dx中有一个不存在, 则我们称
ˆ b�

aC

f .x/dx不存在.
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9.1 广义积分的定义

例题 9.7考虑广义积分
ˆ 1�

�1C

1
p
1 � x2

dx .

这里函数 x 7�!
1

p
1 � x2

; x 2 .�1; 1/连续, 并且 x D ˙1是它的两个奇点. 由于

lim
d!�1C

ˆ 0

d

1
p
1 � x2

dx C lim
d 0!1�

ˆ d 0

0

1
p
1 � x2

dx

D lim
d!�1C

.� arcsin d/C lim
d 0!1�

�
arcsin d 0

�
D
�

2
C
�

2

D�

故广义积分

ˆ 1�

�1C

1
p
1 � x2

dx收敛, 并且
ˆ 1�

�1C

1
p
1 � x2

dx D �

例题 9.8 考虑广义积分
ˆ C1

�1

1C x

1C x2
dx .

这里函数 x 7�!
1C x

1C x2
; x 2 .�1;C1/连续, 由于

ˆ C1

0

1C x

1C x2
dx D lim

d!C1

ˆ d

0

1C x

1C x2
dx

D lim
d!C1

�
Œarctan x�d0 C

1

2

�
log

�
1C x2

��d
0

�
D lim

d!C1

�
arctan d C

1

2
log

�
1C d2

��
D C1

故广义积分

ˆ C1

�1

1C x

1C x2
dx发散, 并且由于

ˆ 0

�1

1C x

1C x2
dx D lim

c!�1

ˆ 0

c

1C x

1C x2
dx

D lim
c!�1

�
Œarctan x�0c C

1

2

�
log

�
1C x2

��0
c

�
D lim

c!�1

�
� arctan c �

1

2
log

�
1C c2

��
D �1

故广义积分

ˆ C1

�1

1C x

1C x2
dx实际上不存在.

注如果我们在例9.8的第 2个积分
ˆ 0

�1

1C x

1C x2
dx 计算过程中取 c D �d , 并与第一个积分的极限计算

过程合并在一起, 则出现下述情形：

lim
d!C1

 ˆ 0

�d

1C x

1C x2
dx C

ˆ d

0

1C x

1C x2
dx

!

D lim
d!C1

�
Œarctan x�d

�d C
1

2

�
log

�
1C x2

��d
�d

�
D lim

d!C1
2 arctan d D �:
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由此似乎应推得 ˆ C1

�1

1C x

1C x2
dx D �

其实不然, 因为根据广义积分
ˆ b�

aC

f .x/dx的定义,

ˆ 0

�1

1C x

1C x2
dx C

ˆ C1

0

1C x

1C x2
dx D lim

c!�1

ˆ 0

c

1C x

1C x2
dx C lim

d!C1

ˆ d

0

1C x

1C x2
dx

的右边 c ! �1与 d ! C1是两个完全独立的极限过程, 而在上面我们的计算

lim
d!C1

 ˆ 0

�d

1C x

1C x2
dx C

ˆ d

0

1C x

1C x2
dx

!
中, 已经通过令 c D �d 而化为 d ! C1的一个极限过程,

从而出现两种截然不同的结果.
为了区别这种情形, 我们特作下述定义.

定义 9.3

|

对于广义积分

ˆ b�

aC

f .x/dx ,

1. 若 a D �1; b D C1: 则 f 在 .�1;C1/ 上的 Cauchy 广义积分主值, 记为

.C /

ˆ C1

�1

f .x/dx , 定义为：

.C /

ˆ C1

�1

f .x/dx D lim
d!C1

ˆ d

�d

f .x/dx

2. 若 a > �1; b < C1: 则 f 在 .a; b/上的 Cauchy广义积分主值,记为 .C /

ˆ b�

aC

f .x/dx , 定

义为：

.C /

ˆ b�

aC

f .x/dx D lim
�!0C

ˆ b��

aC�

f .x/dx

由上述定义可知, 若广义积分
ˆ b�

aC

f .x/dx收敛则它的值就是Cauchy广义积分主值 .C /

ˆ b�

aC

f .x/dx.

于是我们有 ˆ 1C

�1�

1
p
1 � x2

dx D .C /

ˆ 1C

�1�

1
p
1 � x2

dx D �;

ˆ C1

�1

1C x

1C x2
dx 发散,但 .C /

ˆ C1

�1

1C x

1C x2
dx D �:

注如果出现下述形式的两个广义积分：ˆ c�

a

f .x/dx;
ˆ b

cC

f .x/dx.这里 a > �1; b < C1; c 2 R/

则它们的和

ˆ c�

a

f .x/C

ˆ b

cC

f .x/dx , 记为
ˆ b

a

f .x/dx , 自然应作如下规定：

1. 广义积分
ˆ b

a

f .x/dx存在”

ˆ c�

a

f .x/dx C

ˆ b

cC

f .x/dx为有限实数或˙1 , 并且这时
ˆ b

a

f .x/dx ≜
ˆ c�

a

f .x/dx C

ˆ b

cC

f .x/dx

2. 广义积分
ˆ b

a

f .x/dx收敛”

ˆ c�

a

f .x/dx与
ˆ b

cC

f .x/dx收敛.
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3. 广义积分
ˆ b

a

f .x/dx发散”

ˆ c�

a

f .x/dx与
ˆ b

cC

f .x/dx中至少有一个发散.

4. 广义积分
ˆ b

a

f .x/dx的 Cauchy广义积分主值

.C /

ˆ b

a

f .x/dx ≜ lim
�!0C

 ˆ c��

a

f .x/dx C

ˆ b

cC�

f .x/dx

!

此外, 我们还可以将这种广义积分
ˆ b

a

f .x/dx 推广到 f 在 .a; b/上有有限个奇点的情形上去. 具

体的叙述留给读者.

例题 9.9考虑广义积分
ˆ 2

0

xqˇ̌
1 � x2

ˇ̌dx .

这里函数 x 7�!
xqˇ̌
1 � x2

ˇ̌ ; x 2 Œ0; 2� � f1g连续, 并且 x D 1是它的唯一奇点, 由于

ˆ 1�

0

xqˇ̌
1 � x2

ˇ̌dx D lim
c!1�

ˆ c

0

x
p
1 � x2

dx D 1

ˆ 2

1C

xqˇ̌
1 � x2

ˇ̌dx D lim
d!1C

ˆ 2

d

x
p
x2 � 1

dx D
p
3

故广义积分

ˆ 2

0

xqˇ̌
1 � x2

ˇ̌dx收敛, 并且

ˆ 2

0

xqˇ̌
1 � x2

ˇ̌dx D

ˆ 1�

0

xqˇ̌
1 � x2

ˇ̌dx C

ˆ 2

1C

xqˇ̌
1 � x2

ˇ̌
D 1C

p
3

例题 9.10考虑广义积分
ˆ 1

�1

1

x
dx .

此函数 x 7�!
1

x
; x 2 Œ�1; 1� � f0g连续, x D 0是它的唯一奇点. 由于

ˆ 0�

�1

1

x
dx D lim

c!0�

ˆ c

�1

1

x
dx D �1

ˆ 1

0C

1

x
dx D lim

d!0C

ˆ 1

d

1

x
dx D C1

故广义积分

ˆ 1

�1

1

x
dx不存在, 但是它的 Cauchy广义积分主值

.C /

ˆ 1

�1

1

x
dx D lim

�!0C

�ˆ ��

�1

1

x
dx C

ˆ 1

�

1

x
dx
�

D 0

4. 广义积分的两个计算方法

对广义积分, 也有类似于普通Riemann积分的变元替换法与分部积分法. 下面我们只对
ˆ b�

c

f .x/dx

型广义积分叙述这两个计算方法, 对另外两种类型的广义积分, 读者可以自己补充.
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9.1 广义积分的定义

定理 9.1 (变元替换法)

~

设函数 ' W Œ˛; ˇ/ �! R 在 Œ˛; ˇ/ 上是 C 1 类的, I � R 是包含 '.Œ˛; ˇ// 的一个区间, 函数 f W

I �! R在 I 上连续. 那么广义积分
ˆ ˇ�

˛

f .'.t//'0.t/dt 收敛, 当且仅当极限 lim
s!ˇ�

ˆ '.s/

'.s/

f .x/dx

存在并且有限. 并且这时 ˆ ˇ�

˛

f .'.t//'0.t/dt D lim
s!ˇ�

ˆ '.s/

'.˛/

f .x/dx

证明 设 s 2 Œ˛; ˇ/ , 根据定积分的变元替换法 (定理7.7推论7.2)我们有ˆ s

˛

f .'.t//'0.t/dt D

ˆ '.s/

'.˛/

f .x/dx

两边令 s ! ˇ�取极限即得.

例题 9.11计算广义积分
ˆ C1

0

arctan x�
1C x2

�3=2
dx .

令 x D '.t/ D tan t; t 2

h
0;
�

2

�
. 显然 ' 在

h
0;
�

2

�
上是 C 1 类的, 并且 Œ0;C1/ D '.Œ0;

�

2
// . 由于

函数

x 7�! f .x/ D
arctan x�
1C x2

�3 ; x 2 Œ0;C1/

在 Œ0;C1/上连续, 故由上述定理知,ˆ C1

0

arctan x�
1C x2

�3=2
dx收敛 ”

ˆ �
2

0

arctan.tan t /�
1C tan2 t

�3=2
.tan t/0dt 收敛.

这里 ˆ �
2

0

arctan.tan t /�
1C tan2 t

�3=2
.tan t/0dt D

ˆ �
2

0

t cos tdt

显然收敛, 因此 ˆ C1

0

arctan x�
1C x2

�3=2
dx D

ˆ �
2

0

t cos tdt

D Œt sin t �
�
2

0 �

ˆ �
2

0

sin tdt

D
�

2
� 1

定理 9.2 (分部积分法)

~

设函数 u; v W Œc; b/ �! R在 Œc; b/上是 C 1类的, 如果：
1. lim

x!b�
u.x/v.x/存在并且有限,

2. 广义积分
ˆ b�

c

u0.x/v.x/dx收敛, 则广义积分
ˆ b�

c

u.x/v0.x/dx也收敛, 并且
ˆ b�

c

u.x/v0.x/dx D lim
x!b�

Œu.x/v.x/ � u.c/v.c/� �

ˆ b�

c

u0.x/v.x/dx

证明 设 d 2 Œc; b/,由定积分的分部积分法 (定理7.6推论7.1)我们有ˆ d

c

u.x/v0.x/dx D u.d/v.d/ � u.c/v.c/ �

ˆ d

c

u0.x/v.x/dx
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�习题 9.1

两边令 d ! b� 取极限, 由定理假设知左边极限 lim
d!b�

ˆ d

c

u.x/v0.x/dx 存在并且有限, 故广义积分
ˆ b�

c

u.x/v0.x/dx收敛,并且定理的等式成立.

习惯上我们把上述等式写成下述形式：ˆ b�

c

u.x/v0.x/dx D Œu.x/v.x/�b
�

c �

ˆ b�

c

u0.x/v.x/dx

例题 9.12计算广义积分
ˆ C1

1

log x
x2

dx .

由于 ˆ C1

1

log x
x2

dx D

ˆ C1

1

log x �

�
�
1

x

�0

dx

若令函数 u; v W Œ1;C1/ �! R为

8x 2 Œ1;C1/; u.x/ D log x; v.x/ D �
1

x
:

则 u; v满足分部积分法的两个条件, 因此广义积分
ˆ C1

1

log x
x2

dx收敛, 并且
ˆ C1

1

log x
x2

dx D

�
�
1

x
log x

�C1

1

�

ˆ C1

1

�
�
1

x

�
.log x/0dx

D

ˆ C1

1

1

x2
dx D 1

5. 两个重要的广义积分
下面两个广义积分对判断一般广义积分的收敛与发散性将起着重要作用, 我们把它们作为一个命

题列出.

命题 9.1

�

对广义积分

ˆ 1

0

1

x�
dx与

ˆ C1

1

1

x�
dx下述结论成立：

1.
ˆ 1

0

1

x�
dx

(
收敛, 若 � < 1；

发散, 若 � ⩾ 1:

2.
ˆ C1

1

1

x�
dx

8<:收敛, 若 � > 1；

发散, 若 � ⩽ 1:

证明 直接利用定义计算这两个积分, 即可验证命题成立.
最后作为这一节的结束, 我们特作如下说明.

记号说明: 为了书写简单起见, 今后对广义积分
ˆ b�

c

f .x/dx;
ˆ c

aC

f .x/dx及
ˆ b�

aC

f .x/dx , 如无特

别指明需要, 我们一律删去上标 “C”与 “�”, 读者从
ˆ b

a

f .x/dx的具体形式可以明了它是普通Riemann

积分还是广义积分.

K�习题 9.1k
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9.2 广义积分的收敛准则

1. 计算下列各广义积分：

1/

ˆ 1

0

x log x
.1C x2/2

dx 2/

ˆ C1

0

x2 C 1

x4 C 1
dx

3/

ˆ C1

0

1

1C x4
dx 4/

ˆ b

a

1p
.x � a/.b � x/

dx

5/

ˆ 1

0

1

x
p
1C x2

dx 6/

ˆ C1

0

x3 log x
.1C x4/3

dx

2. 1) 证明：广义积分
ˆ C1

0

x � 2

x3 � 1
dx不存在；

2) 证明：广义积分
ˆ C1

1

arctan
1

x
dx存在但不收敛；

3) 证明：广义积分
ˆ C1

1

x log
�
1C

1
x

�
1C x2

dx收敛.

3. 计算下列各 Cauchy广义积分主值：

1/ .C /

ˆ C1

0

1

1 � x2
dx 2/ .C /

ˆ 4

0

1

x2 � 4x C 3
dx

3/ .C /

ˆ C1

�1

sin xdx 4/ .C /

ˆ 2

1=2

1

x log x
dx

4. 计算广义积分：I D

ˆ C1

0

1

.1C x2/.1C x�/
dx.� ⩾ 0/.

5. 计算下列各广义积分：

1/

ˆ C1

0

log x
1C x

dx 2/

ˆ C1

0

log x
.1C x2/2

dx

3/

ˆ �

0

log.1C cos �/d� 4/

ˆ C1

0

log
�
x C

1

x

�
1

1C x2
dx

5/

ˆ 1

�1

x3

p
1 � x2

log
�
1C x

1 � x

�
dx 6/

ˆ 1

0

1

.1C x/
n
p
x2.1 � x/

dx

9.2 广义积分的收敛准则

在上一节, 我们研究了三类广义积分：

i)
ˆ b�

c

f .x/dx; ii)
ˆ c

aC

f .x/dx; iii)
ˆ b�

aC

f .x/dx:

第 iii )类广义积分
ˆ b�

aC

f .x/dx实际上是第 i )类与第 ii )类广义积分的组合.

第 ii/类广义积分
ˆ c

aC

f .x/dx可通过变元替换 x D �y 化为第 i)类广义积分. 因为我们有
ˆ c

aC

f .x/dx D �

ˆ �c

.�a/�

f .�y/dy D

ˆ .�a/�

�c

f .�y/dy

因此要研究一般广义积分的收敛与发散性, 实际上我们只需研究第 1 )类型的广义积分
ˆ b�

c

f .x/dx

的收敛与发散性.
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9.2 广义积分的收敛准则

下面我们就来研究广义积分

ˆ b�

c

f .x/dx的收敛性与发散性.

1. 广义积分的一般收敛准则

定理 9.3

~

设

ˆ b�

a

f .x/dx与
ˆ b�

a

g.x/dx是任意两个广义积分.

1. 若
ˆ b�

a

f .x/dx 与
ˆ b�

a

g.x/dx 收敛, 则广义积分
ˆ b�

a

Œf .x/C g.x/�dx也收敛, 并且
ˆ b�

a

Œf .x/C g.x/�dx D

ˆ b�

a

f .x/dx C

ˆ b�

a

g.x/dx:

2. 若
ˆ b�

a

f .x/dx 收敛, 则 8� 2 R , 广义积分
ˆ b�

a

.�f /.x/dx也收敛, 并且
ˆ b�

a

.�f /.x/dx D �

ˆ b�

a

f .x/dx:

证明 直接由广义积分的定义及函数极限的性质推出.

定理 9.4 (Cauchy收敛准则)

~

广义积分

ˆ b�

a

f .x/dx收敛的充分必要条作是：

.8" > 0/.9ı > 0/
�
8c; c0

2 .b � ı; b//
�

H)

ˇ̌̌̌
ˇ
ˆ c0

c

f .x/dx

ˇ̌̌̌
ˇ < ":

证明 因为广义积分

ˆ b�

a

f .x/dx 收敛当且仅当函数 F W Œa; b/ �! R.8c 2 Œa; b/; F.c/ D

ˆ c

a

f .x/dx/

当 c ! b�时有有限的极限存在, 而 8c; c0
2 .b � ı; b/ ,

F.c/ � F
�
c0
�

D

ˆ c0

c

f .x/dx

因此上述广义积分

ˆ b�

a

f .x/dx 收敛的充要条件正好就是函数 F 当 c ! b� 的 Cauchy收敛准则. 从而

定理成立.

定理 9.5 (比较判别法)

~

设

ˆ b�

a

f .x/dx与
ˆ b�

a

g.x/dx是任意两个广义积分, 函数 f; g W Œa; b/ �! R满足下述不等式：

8x 2 Œa; b/; 0 ⩽ f .x/ ⩽ g.x/:

1. 若
ˆ b�

a

g.x/dx收敛, 则
ˆ b�

a

f .x/dx也收敛, 并且
ˆ b�

a

f .x/dx ⩽
ˆ b�

a

g.x/dx:

2. 若
ˆ b�

a

f .x/dx 发散, 则
ˆ b�

a

g.x/dx也发散.
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9.2 广义积分的收敛准则

证明 因为 8x 2 Œa; b/; 0 ⩽ f .x/ ⩽ g.x/ , 所以

8c 2 Œa; b/; 0 ⩽
ˆ c

a

f .x/dx ⩽
ˆ c

a

g.x/dx:

1. 若
ˆ b�

a

g.x/dx收敛, 则由于函数 c 7�! F.c/ D

ˆ c

a

f .x/dx.c 2 Œa; b//关于 c 单调上升, 并且
ˆ c

a

f .x/dx ⩽
ˆ c

a

g.x/dx ⩽
ˆ b�

a

g.x/dx < C1

故极限 lim
c!b�

F.c/存在且有限, 从而广义积分
ˆ b�

a

f .x/dx收敛.

2. 若
ˆ b�

a

f .x/dx 发散, 则由反证法及结论 1)知, 广义积分
ˆ b�

a

g.x/dx必然发散.

推论 9.1

~

若函数 f; g W Œa; b/ �! R满足条件：

f ⩾ 0; g ⩾ 0 并且 f .x/ � g.x/ .x ! b�/ ;

则广义积分

ˆ b�

a

f .x/dx与
ˆ b�

a

g.x/dx有相同的收敛与发散性.

证明 因为 f .x/ � g.x/ .x ! b�/, 所以存在 B; a ⩽ B < b使得
1

2
g.x/ ⩽ f .x/ ⩽ 2g.x/;8x 2 ŒB; b/:

由此不等式及上述比较判别法立即推知此推论成立.

例题 9.13考虑广义积分
ˆ C1

1

log x
p
x

dx .

由于函数 x 7�!
log x
p
x
; x 2 Œ1;C1/在 Œ1;C1/上连续, 并且

8x ⩾ e;
log x
p
x

⩾ 1
p
x
;

而广义积分

ˆ C1

1

1
p
x
dx发散, 故由比较判别法知, 广义积分

ˆ C1

1

log x
p
x

dx发散.

例题 9.14考虑广义积分
ˆ C1

1

x
p
x5 C x C 1

dx .

函数 x 7�!
x

p
x5 C x C 1

; x 2 Œ1;C1/在 Œ1;C1/上连续, 并且. 由于 x5
CxC1 D x5

�
1C

1

x4
C

1

x6

�
�

x5.x ! C1/；故
x

p
x5 C x C 1

� x � x� 5
2 D

1

x3=2
.x ! C1/:

广义积分

ˆ C1

1

1

x3=2
dx 收敛：故由上述推论知, 广义积分

ˆ C1

1

x
p
x5 C x C 1

dx收敛.
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9.2 广义积分的收敛准则

例题 9.15考虑广义积分
ˆ 1�

0

1
4p
1 � x4

dx .

x D 1是此广义积分的唯一奇点. 并且
1

4p
1 � x4

D 1=
�
1 � .x � 1C 1/4

� 1
4

D 1=
�
4.1 � x/ � 6.1 � x/2 C 4.1 � x/3 � .1 � x/4

� 1
4

D 1=

 
4p
4.1 � x/

1
4

�
1 �

6

4
.1 � x/C .1 � x/2 �

1

4
.1 � x/3

� 1
4

!
�

1
4p
4.1 � x/

1
4

.x ! 1�/

而广义积分

ˆ 1�

0

1

.1 � x/
1
4

dx收敛, 故广义积分
ˆ 1�

0

1
4p
1 � x4

dx收敛.

例题 9.16考虑广义积分
ˆ C1

1

1

x˛
�
1C xˇ

�dx.˛; ˇ 2 R/ .

8˛; ˇ 2 R , 函数 x 7�!
1

x˛
�
1C xˇ

� ; x 2 Œ1;C1/在 Œ1;C1/上连续.

1)ˇ ⩽ 0：这时
1

x˛
�
1C xˇ

� �
1

x˛
.x ! C1/; 若 ˇ < 0；

1

x˛
�
1C xˇ

� �
1

2x˛
.x ! C1/; 若 ˇ D 0:

因此广义积分

ˆ C1

1

1

x˛
�
1C xˇ

�dx收敛当且仅当 ˛ > 1 .

2)ˇ > 0：这时
1

x˛
�
1C xˇ

� �
1

x˛Cˇ
.x ! C1/:

因此广义积分

ˆ C1

1

1

xa
�
1C xˇ

�dx收敛, 当且仅当 ˛ C ˇ > 1 .

特别地, 当 ˛ D 1时,
ˆ C1

1

1

x
�
1C xˇ

�dx收敛当且仅当 ˇ > 0 , 并且这时

ˆ C1

1

1

x
�
1C xˇ

�dx D

ˆ C1

1

xˇ�1

xˇ
�
1C xˇ

�dx
D
1

ˇ

ˆ C1

1

1

y.1C y/
dy

D
1

ˇ
log 2

2. 广义积分的绝对收敛与条件收敛

定义 9.4

|

设

ˆ b�

a

f .x/dx是任一广义积分.

1. 若
ˆ b�

a

jf .x/jdx收敛, 则称广义积分
ˆ b�

a

f .x/dx是绝对收敛的.

2. 若
ˆ b�

a

jf .x/jdx发散, 但
ˆ b�

a

f .x/dx收敛, 则称广义积分
ˆ b�

a

f .x/dx是条件收敛的.
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9.2 广义积分的收敛准则

定理 9.6

~

任何一个绝对收敛的广义积分

ˆ b�

a

f .x/dx是收敛的.

证明 因为

ˆ b

a

jf .x/jdx收敛, 所以由定理9.4知,

.8" > 0/.9ı > 0/
�
8c; c0

2 .b � ı; b/
�

H)

ˇ̌̌̌
ˇ
ˆ c0

c

jf .x/jdx

ˇ̌̌̌
ˇ < "

H)

ˇ̌̌̌
ˇ
ˆ c0

c

f .x/dx

ˇ̌̌̌
ˇ < "

从而由同一定理知广义积分

ˆ b�

a

f .x/dx 收敛.

例题 9.17 广义积分
ˆ C1

a

sin x
x2

dx.a > 0/是绝对收敛的.

这是因为 ˇ̌̌̌
sin x
x2

ˇ̌̌̌
⩽ 1

x2
;

ˆ C1

a

1

x2
dx 收敛 .a > 0/:

例题 9.18广义积分
ˆ 1

0

cos
�
x2
�

p
x

dx是绝对收敛的.

因为 ˇ̌̌̌
ˇcos

�
x2
�

p
x

ˇ̌̌̌
ˇ ⩽ 1

p
x
;

ˆ 1

0

1
p
x
dx 收敛.

例题 9.19广义积分
ˆ C1

0C

sin x
x3=2

dx是绝对收敛的.

因为

i)在 .0; 1�上：
sin x
x3=2

�
1

p
x

�
x ! 0C

�
, 广义积分

ˆ 1

0C

1
p
x
dx收敛, 故广义积分

ˆ 1

0C

sin x
x3=2

dx收敛.

ii)在 Œ1;C1/ 上：

ˇ̌̌̌
sin x
x3=2

ˇ̌̌̌
⩽ 1

x3=2
. 而广义积分

ˆ C1

1

1

x3=2
dx 收敛, 故广义积分

ˆ C1

1

ˇ̌̌̌
sin x
x3=2

ˇ̌̌̌
dx

收敛.

因此, 广义积分
ˆ C1

0C

ˇ̌̌̌
sin x
x3=2

ˇ̌̌̌
dx收敛, 从而原广义积分

ˆ C1

0C

sin x
x3=2

dx绝对收敛.

例题 9.20 广义积分
ˆ C1

a

sin x
x

dx是条件收敛的 ( a > 0 ).

1 )首先证明
ˆ C1

a

sin x
x

dx收敛.

为此由分部积分法, 8B ⩾ a我们有ˆ B

a

sin x
x

dx D

h
�
cos x
x

iB

a
�

ˆ B

a

cos x
x2

dx

D
cos a
a

�
cosB
B

�

ˆ B

a

cos x
x2

dx
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由于 lim
B!C1

cosB
B

D 0; lim
B!C1

ˆ B

a

cos x
x2

dx D

ˆ C1

a

cos x
x2

dx是绝对收敛的 (见例9.17). 所以
ˆ C1

a

sin x
x

dx D
cos a
a

� lim
B!C1

ˆ B

a

sin x
x

dx

收敛.

2)证明
ˆ C1

a

ˇ̌̌̌
sin x
x

ˇ̌̌̌
dx发散.

用反证法. 假设
ˆ C1

a

ˇ̌̌̌
sin x
x

ˇ̌̌̌
dx收敛. 那么由ˇ̌̌̌
sin x
x

ˇ̌̌̌
⩾ sin2 x

x
D
1 � cos 2x

2x
;8x ⩾ a

及比较判别法知广义积分

ˆ C1

a

1 � cos 2x
2x

dx收敛.

由于类似可证广义积分

ˆ C1

a

cos 2x
2x

dx收敛, 故由定理9.3知, 广义积分
ˆ C1

a

1

2x
dx D

ˆ C1

a

1 � cos 2x
2x

dx C

ˆ C1

a

cos 2x
2x

dx

应该收敛, 这显然是矛盾的, 因为广义积分
ˆ C1

a

1

x
dx发散. 因此广义积分

ˆ C1

a

ˇ̌̌̌
sin x
x

ˇ̌̌̌
dx发散.

由 1)、2)讨论知, 广义积分
ˆ C1

a

sin x
x

dx是条件收敛的.

为了确定这种非绝对收敛的广义积分的收敛性, 下面我们来介绍更精细的判别法.
3. 广义积分的 Abel与 Dirichlet判别法
为此我们首先证明下述一般性结论.

定理 9.7

~

设函数 f W Œa; b/ �! R在 Œa; b/上连续, 函数 g W Œa; b/ �! R在 Œa; b/上是 C 1 类的, 并且还满
足下述条件：

1. 广义积分
ˆ b�

a

ˇ̌
g0.x/

ˇ̌
dx收敛.

2. 函数 c 7�! F.c/ D

ˆ c

a

f .x/dx; c 2 Œa; b/在 Œa; b/上有界.

3. lim
c!b�

g.c/F.c/存在并且有限.

则广义积分

ˆ b�

a

f .x/g.x/dx收敛.

证明 由分部积分法, 8c ⩾ a , 我们得到ˆ c

a

f .x/g.x/dx D

ˆ c

a

g.x/F 0.x/dx

D Œg.x/F.x/�ca �

ˆ c

a

F.x/g0.x/dx

D g.c/F.c/ � g.a/F.a/ �

ˆ c

a

F.x/g0.x/dx (9.1)
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由假设 2), 存在常数M > 0使得

8x 2 Œa; b/; jF.x/j ⩽M:

于是

8x 2 Œa; b/;
ˇ̌
F.x/g0.x/

ˇ̌
⩽M

ˇ̌
g0.x/

ˇ̌
而由假设 1), 积分

ˆ b�

a

ˇ̌
g0.x/

ˇ̌
dx收敛, 故广义积分

ˆ b�

a

ˇ̌
F.x/g0.x/

ˇ̌
dx D lim

c!b�

ˆ c

a

ˇ̌
F.x/g0.x/

ˇ̌
dx

收敛, 从而广义积分
ˆ b�

a

F.x/g0.x/dx收敛. 即极限

lim
c!b�

ˆ c

a

F.x/g0.x/dx存在且有限.

另一方面, 由假设 3), 极限 lim
c!0�

g.c/F.c/有限. 因此由上述式(9.1)立即推知极限

lim
a!b�

ˆ a

a

f .x/g.x/dx D lim
c!b�

g.c/F.c/ � g.a/F.a/ � lim
c!b�

ˆ c

a

F.x/g0.x/dx

存在并且有限, 此即表明广义积分
ˆ b�

a

f .x/g.x/dx收敛.

推论 9.2 (Abel判别法)

~

设函数 f W Œa; b/ �! R在 Œa; b/上连续, 函数 g W Œa; b/ �! R在 Œa; b/上是 C 1 类的, 并且满足
下述条件：

1. 函数 g在 Œa; b/上单调下降且有下界.

2. 广义积分
ˆ b�

a

f .x/dx收敛.

则广义积分

ˆ b�

a

f .x/g.x/dx收敛.

证明 为此我们只需验证上述定理的条件 1)、2)、3)满足即可.
事实上, 由于 g在 Œa; b/上单调下降有下界, 所以

lim
c!b�

g.c/ D l 2 R; g0.x/ ⩽ 0;8x 2 Œa; b/:

从而 8c ⩾ a , ˆ c

a

ˇ̌
g0.x/

ˇ̌
dx D �

ˆ c

a

g0.x/dx D g.a/ � g.c/:

因此

lim
c!b�

ˆ c

a

ˇ̌
g0.x/

ˇ̌
dx D g.a/ � lim

c!b�
g.c/ D g.a/ � l

此即表明广义积分

ˆ b�

a

ˇ̌
g0.x/

ˇ̌
dx收敛.

其次, 由于广义积分
ˆ b�

a

f .x/dx 收敛, 并且
ˆ b�

a

f .x/dx D lim
c!b�

F.c/ , 故存在 B; a ⩽ B < b使

得函数 F 在 .B; b/上有界. 而函数 F 连续, 故 F 在有界闭区间 Œa; B�上有界, 从而函数 F 在 Œa; b/上
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9.2 广义积分的收敛准则

有界.
最后, 极限

lim
c!b�

g.c/F.c/ D lim
c!b�

g.c/ � lim
c!b�

F.c/ D l

ˆ b�

a

f .x/dx 2 R:

因此定理9.7的条件全部满足, 故广义积分
ˆ b�

a

f .x/g.x/dx收敛.

例题 9.21考虑广义积分
ˆ C1

2

x cos
�
x2
�

x2 � 1
dx .

我们首先将它写成下述形式ˆ C1

2

x cos
�
x2
�

x2 � 1
dx D

ˆ C1

2

x2

x2 � 1
�
cos

�
x2
�

x
dx:

令 g.x/ D
x2

x2 � 1
; f .x/ D

cos
�
x2
�

x
;8x 2 Œ2;C1/ .

由于

g0.x/ D

�
x2

x2 � 1

�0

D �
2x�

x2 � 1
�2 < 0; lim

x!C1
g.x/ D 1;

故 g在 Œ2C 1/上单调下降有下界.

另一方面, 对于广义积分
ˆ C1

2

f .x/dx D

ˆ C1

2

cos
�
x2
�

x
dx , 作变元替换 x2

D y , 则

ˆ C1

2

cos
�
x2
�

x
dx D

1

2

ˆ C1

4

cosy
y

dy:

用类似于例 9.20的方法可证广义积分
ˆ C1

4

cosy
y

dy收敛, 因此广义积分
ˆ C1

2

f .x/dx D

ˆ C1

2

cos.x2/

x
dx

收敛.

根据 Abel判别法知, 广义积分
ˆ C1

2

x cos.x2/

x2 � 1
dx收敛.

推论 9.3 (Dirichlet判别法)

~

设函数 f W Œa; b/ ! R在 Œa; b/上连续, 函数 g W Œa; b/ ! R在 Œa; b/上是 C 1类的, 并且满足下述
条件：

1. 函数 g在 Œa; b/上单调下降且 lim
x!b�

g.x/ D 0 .

2. 函数 c 7�! F.c/ D

ˆ c

a

f .x/dx; c 2 Œa; b/在 Œa; b/上有界. 则广义积分
ˆ b�

c

f .x/g.x/dx 收

敛.

证明 与推论9.2的证明一样, 我们来验证定理的条件全部满足.
事实上, 因为 g单调下降且 lim

x!b�
g.x/ D 0 , 所以

lim
c!b�

ˆ c

a

ˇ̌
g0.x/

ˇ̌
dx D lim

c!b�

ˆ c

a

�g0.x/dx D g.a/ � lim
c!b�

g.c/ D g.a/

因此广义积分

ˆ b�

a

ˇ̌
g0.x/

ˇ̌
dx收敛.
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9.2 广义积分的收敛准则

其次由于函数 F 在 Œa; b/上有界, 所以

lim
c!b�

g.c/F.c/ D 0

因此定理9.7的全部条件满足, 故广义积分ˆ b�

a

f .x/g.x/dx收敛.

例题 9.22考虑 Fresnel积分 ˆ C1

0

sin
�
x2
�
dx 与

ˆ C1

0

cos
�
x2
�
dx:

设 0 < c < C1 . 对积分
ˆ C1

0

sin
�
x2
�
dx作变元替换 x2

D y 得到

ˆ C1

0

sin
�
x2
�
dx D

1

2

ˆ C1

0

siny
p
y

dy

由此可知, 我们只需讨论广义积分
ˆ C1

0C

siny
p
y

dy 的收敛性.

对于广义积分

ˆ C1

1

siny
p
y

dy:

由于函数 y 7�! g.y/ D
1

p
y
; y 2 Œ1;C1/ 在 Œ1 C 1/ 上单调下降且 lim

y!C1
g.y/ D 0 , 而函数

c 7�! F.c/ D

ˆ c

1

sinydy.c 2 Œ1;C1//在 Œ1;C1/上以 2为界, 故根据 Dirichlet判别法知, 广义积分
ˆ C1

1

siny
p
y

dy 收敛.

对于广义积分

ˆ 1

0

siny
p
y

dy ：

由于 j
siny
p
y

j ⩽ 1
p
y
;8y 2 .0; 1� , 而广义积分

ˆ 1

0

1
p
y
dy 收敛, 故广义积分

ˆ 1

0

siny
p
y

dy 也收敛.

因此广义积分

ˆ C1

0C

siny
p
y

dy 收敛, 从而 Fresnel积分
ˆ C1

0

sin
�
x2
�
dx收敛

同理可证, Fresnel积分
ˆ C1

0

cos
�
x2
�
dx收敛.
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�习题 9.2

K�习题 9.2k

1. 研究下列各广义积分的收敛性：

1/

ˆ 1

0

1

x2
sin
�
1

x2

�
dx 2/

ˆ 1

0

1

log x
dx

3/

ˆ 1

0

tan x � 1
p
x sin x

dx 4/

ˆ 1

0

log x
1 � x2

dx

5/

ˆ �=2

0

log.sin x/
p
x

dx 6/

ˆ C1

0

sin x
p
x C cos x

dx

7/

ˆ C1

0

log.1C x/

x
dx 8/

ˆ C1

1

1

x

�
e� 1

x � cos
1

x

�
dx

2. 设 � 2 R. 试讨论广义积分
ˆ 1

0

x� � 1

log x
dx的收敛性.

3. 设 I D

ˆ �=2

0

cos x log.tan x/dx:

1) 证明广义积分 I 收敛；

2) 计算广义积分 I . (提示作变换 y D sin x ).

4. 设 � 2 R, I D

ˆ C1

1

x��1 cos xdx.

1) 证明：� < 0 , 广义积分 I 绝对收敛；

2) 由此推出广义积分 J D

ˆ C1

1

x� sin xdx对 � < 0时收敛. J 绝对收敛吗？

5. 设

I D

ˆ �=2

0

log.sin x/dx; J D

ˆ �=2

0

log.cos x/dx:

1) 证明广义积分 I 与 J 收敛；

2) 推导 I 与 J 之间的关系式, 并计算 I 与 J 的值.
6. 设 f W Œ0;C1/ ! R满足：

1) f 2 C 2.Œ0;C1/;R/；

2)
ˆ C1

0

f 2.x/dx与
ˆ C1

0

Œf 00.x/�2dx收敛.

试证明广义积分

ˆ C1

0

Œf 0.x/�2dx收敛.

7. 设 ˛ 2 RC
� , 试讨论广义积分

ˆ C1

�

sin x
x˛

dx的绝对收敛性.

8. 设 P.x/ D
A.x/

B.x/
是定义在 Œa;C1/上的有理函数, 并且 B.x/ > 0. 试研究广义积分

I D

ˆ C1

a

P.x/ sin xdx

的收敛性与绝对收敛性.
（提示：证 degP D degA�degB , 考虑以下情况：i) degP ⩽ �2; ii) degP D �1; iii) degP ⩾
0.）
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�习题 9.2

9. 设 f W .0;C1/ ! R在任意有限闭区间 Œa; b� � .0;C1/上可积, ˛; ˇ 2 RC
� , 令

J.˛; ˇ/ D

ˆ C1

0

f .˛x/ � f .ˇx/

x
dx:

1) 举例说明 J.˛; ˇ/可以发散；

2) 若 a D lim
x!0C

f .x/, b D lim
x!C1

f .x/, 计算 J.˛; ˇ/的值；

3) 若存在 m;M 2 R, 使得 ˆ 1

0

f .x/ �m

x
dx与

ˆ C1

1

f .x/ �M

x
dx

收敛, 计算 J.˛; ˇ/的值；

4) 若 a D lim
x!0C

f .x/且存在M > 0, 使得

8c; d > 0;

ˇ̌̌̌
ˇ
ˆ d

c

f .x/dx

ˇ̌̌̌
ˇ ⩽M;

计算 J.˛; ˇ/的值；

5) 将上述结果应用到广义积分：ˆ C1

0

arctan.2x/ � arctan x
x

dx与
ˆ 1

0

x � 1

log x
dx:

10. 此题是要计算广义积分

I D

ˆ C1

0

sin x
x

dx:

的值.
1) 定义函数 f W Œ0; �� ! R如下：

f .x/ D

8̂<̂
:
1

x
�

1

2 sin x=2
; x 2 .0; ��;

0; x D 0:

证明 f 2 C 1.Œ0; ��;R/；

2) 设 n 2 N, 令

In D

ˆ �

0

sin
�
nC

1
2

�
x

2 sin x
2

dx:

证明：In的值与 n无关, 并计算 In的值；

3) 设 ' 2 C 1.Œ0; ��;R/. 证明：积分

Jn D

ˆ �

0

'.x/ sin
�
nC

1

2

�
xdx

当 n ! C1时有极限 0 .

4) 最后计算 I D

ˆ C1

0

sin x
x

dx的值；

5) 利用 I 的值证明：

J D

ˆ C1

0

sin x cos x
x

dx D
�

4
；

6) 对 J 用分部积分法, 证明：

K D

ˆ C1

0

sin2 x

x2
dx D

�

2
；
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�习题 9.2

7) 应用恒等式 sin2 x C cos2 x D 1 ,由 K 的值证明：

L D

ˆ C1

0

sin4 x

x2
dx D

�

4
；

8) 再由 L的值证明：

M D

ˆ C1

0

sin4 x

x4
dx D

�

3
:
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第十章 度量空间

这一章我们介绍一般度量空间的概念,主要是介绍四个基本空间: 赋范向量空间,完备度量空间、紧
度量空间与连通度量空间. 研究了度量空间上的点序列极限、映射的极限与连续性. 这些内容是以下各
章的理论基础.

10.1 度量空间的定义

1. 概念的引入
首先我们回顾一下,在第 2章 §5中我们特别指出过, R上的绝对值 j�j具有下面三个重要性质:

1. 8x; y 2 R; jx � yj ⩾ 0并且 jx � yj D 0 , x D y ；

2. 8x; y 2 R; jx � yj D jy � xj；

3. 8x; y; z 2 R; jx � yj ⩽ jx � zj C jz � yj :

并称实数 jx � yj为 R上 x与 y 之间的度量或距离. 实数集 R连同这样一个度量称为一个实数空间.
为了能把这三个性质推广到实数集 R之外的一般集合上去, 我们换一个角度来看一看上述绝对值

的三个性质.
我们在乘积集合 R � R上定义映射 d W R � R ! RC如下:

8 .x; y/ 2 R � R; d .x; y/ D jx � yj :

显然上面所列的绝对值的三个性质就转化为非负实值函数 d W R � R ! RC具有下述性质:
1. 8x; y 2 R; d .x; y/ ⩾ 0 ,且 d .x; y/ D 0 , x D y ；

2. 8x; y 2 R; d .x; y/ D d .y; x/；

3. 8x; y; z 2 R; d .x; y/ ⩽ d .x; z/C d .z; y/ :

这里我们利用映射 d 的形式就完全摆脱了绝对值的具体含义. 这是下面定义一般度量空间的基本
构思.

定义 10.1

|

设 X 是任一非空集合,若存在一个映射 d W X �X ! RC ,它具有下述三个性质:
1. 8x; y 2 X; d .x; y/ ⩾ 0; d .x; y/ D 0 , x D y ；

2. 8x; y 2 X; d .x; y/ D d .y; x/；

3. 8x; y; z 2 X; d .x; y/ ⩽ d .x; z/C d .z; y/ ,
则我们称 d 是 X 上的一个度量, .X; d/称为一个度量空间.

2. 几个度量空间的例子
例题 10.1 设 X D Rn .n ⩾ 1/ :8x;y 2 Rn ,令

x D .x1; x2; � � � ; xn/ ;y D .y1; y2; � � �yn/ :



10.1 度量空间的定义

我们分别定义映射 d1; d2; d3 W Rn
� Rn

! R如下:

d1 .x;y/ D

q
.x1 � y1/

2
C .x2 � y2/

2
C � � � C .xn � yn/

2;

d2 .x;y/ D jx1 � y1j C jx2 � y2j C � � � C jxn � ynj ;

d3 .x;y/ D max fjx1 � y1j ; jx2 � y2j ; � � � ; jxn � ynjg ;

则 d1; d2; d3都是 Rn上的度量,我们称这三个度量为 Rn的基本度量 (当 n D 1时 d1 D d2 D d3为绝对

值度量)
由绝对值的性质验证 d2; d3为 Rn的度量是容易的,我们来证明 d1是 Rn的度量

设 n > 1 ,度量的前两个性质
1. 8x;y 2 Rn; d1 .x;y/ ⩾ 0; d1 .x;y/ D 0 , x D y ；

2. 8x;y 2 Rn; d1 .x;y/ D d1 .y;x/是显然的. 现证性质
3. 8x;y; z 2 Rn; d1 .x;y/ ⩽ d1 .x; z/C d1 .z;y/ :

此即等价于证明: "
nX

iD1

.xi � yi /
2

# 1
2

⩽
"

nX
iD1

.xi � zi /
2

# 1
2

C

"
nX

iD1

.zi � yi /
2

# 1
2

:

这就是第 6章 § 4的Minkowski不等式.
例题 10.2 设 X D C:定义映射 d W C � C ! RC如下:

8z; z1 2 C; d .z; z1/ D jz � z1j (复数模).

则 d 是 C上的一个度量,因此 .C; d /是一个度量空间.
这可由复数模的性质推出,显然这里所定义的 d .z; z1/就是通常复平面上两点 z与 z1之间的距离.

例题 10.3 设 X D fz 2 C jj z jD 1g ≜ S1:

于是 z 2 S1当且仅当 z 可表示成下述形式:

z D ei˛; ˛ 2 R:

我们定义映射 d W S1
� S1

! R为:

8ei˛; eiˇ 2 S1; d
�
ei˛; eiˇ

�
D inf

k2Z
jˇ � ˛ C 2k� j ;

则 d 是 S1上的一个度量.
事实上,

1. 8ei˛; eiˇ 2 S1; d
�
ei˛; eiˇ

�
⩾ 0 ,并且

d
�
ei˛; eiˇ

�
⩾ 0 D 0 , inf

k2Z
jˇ � ˛ C 2k�j D 0 , ˇ � ˛ D 2k0� .k0 2 Z/ , ei˛ D eiˇ :

2. 8ei˛; eiˇ 2 S1; d
�
ei˛; eiˇ

�
D inf

k2Z
jˇ � ˛ C 2k�j D inf

k2z
j˛ � ˇ C 2k�j D d

�
eiˇ ; ei˛

�
:

3. 8ei˛; eiˇ ; ei
 2 S1 ,

d
�
ei˛; eiˇ

�
D inf

k2Z
jˇ � ˛ C 2k�j ⩽ inf

k2Z
jˇ � ˛ C 4k� j

⩽ inf
k2Z

jˇ � 
 C 2k� j C inf
k2Z

j
 � ˛ C 2k�j

D d
�
eiˇ ; ei


�
C d

�
ei
 ; ei˛

�
D d

�
ei˛; ei


�
C d

�
ei
 ; eiˇ

�
:
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10.1 度量空间的定义

从几何上来看, d
�
ei� ; eiˇ

�
就是连结复平面的单位圆 S1上两点 ei˛ 与 eiˇ 的最短弧长.

如果我们将例10.2的复平面 C上的度量 d 限制在 S1
� S1 上,则 d W S1

� S1
! R也是 S1 上的一

个度量,我们记 S1上的这个度量为 d ,于是 d
�
ei� ; eiˇ

�
就是连结单位圆周 S1上两点 ei˛ 与 eiˇ 的直线

距离

图 10.1

由上面例 10.1与例 10.3知, Rn 与 S1 上有不止一个度量,实际上,如果集合 X 有度量 d ,则 X 上

的度量就不是唯一的,因为 8� > 0 , �d 也是 X 上的一个度量,下面我们介绍度量之间关系的一个概念,
即度量的等价.

3. 度量的等价

定义 10.2

|

设 d 与 d 0是 X 上的任意两个度量. 我们称 d 与 d 0是等价的,如果存在常数 A > 0;B > 0使得

8x;y 2 X;Ad .x;y/ ⩽ d 0 .x;y/ ⩽ Bd .x;y/ :

命题 10.1

�

Rn .n > 1/上的三个基本度量 d1; d2; d3是互相等价的,并且成立下述不等式:

8x;y 2 Rn; d3 .x;y/ ⩽ d1 .x;y/ ⩽ d2 .x;y/ ⩽ nd3 .x;y/ :

证明 8x;y 2 Rn ,我们有

d3 .x;y/ D max fjx1 � y1j ; jx2 � y2j ; � � � ; jxn � ynjg

D jxk � ykj (对某一个 k D 1; 2; � � � ; n )

⩽
q
.x1 � y1/

2
C .x2 � y2/

2
C � � � C .xn � yn/

2

D d1 .x;y/ ;

d1 .x;y/ D

q
.x1 � y1/

2
C .x2 � y2/

2
C � � � C .xn � yn/

2

⩽ jx1 � y1j C jx2 � y2j C � � � C jxn � ynj

D d2 .x;y/ ;

d2 .x;y/ D jx1 � y1j C jx2 � y2j C � � � C jxn � ynj

⩽ max
1⩽i⩽n

jxi � yi j C max
1⩽i⩽n

jxi � yi j C � � � C max
1⩽i⩽n

jxi � yi j

D nd3 .x;y/ ;

因此

d3 .x;y/ ⩽ d1 .x;y/ ⩽ d2 .x;y/ ⩽ nd3 .x;y/ ;8x;y 2 Rn:
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10.1 度量空间的定义

由此不等式即可推知 d1; d2; d3是 Rn上的三个互相等价的度量.
下面我们介绍一个特殊的度量空间.
4. 赋范向量空间

定义 10.3

|

设 K D R或 C; E 是任一 K –向量空间,若存在一个映射 k � kW E ! R ,它具有下述三个性质:
1. 8x 2 E; k x k⩾ 0; k x kD 0 , x D 0；

2. 8x 2 E;8� 2 K; k �x kD j�j � k x k；

3. 8x;y 2 E; k x C y k⩽k x k C k y k :

则我们称 k � k是 E 上的一个范数, .E; k � k/称为一个赋范向量空间,或简称为赋范空间.

我们说赋范向量空间 .E; k � k/是一个特殊的度量空间,是因为:
若我们定义映射 d W E �E ! R如下:

8x;y 2 E; d .x;y/ Dk x � y k :

则 d 是 E 上的一个度量. 事实上,由范数 k � k的性质推知

i) 8x;y 2 E; d .x;y/ Dk x � y k⩾ 0 ,且 k x � y kD 0 ,当且仅当 x � y D 0即 x D y:

ii) 8x;y 2 E; d .x;y/ Dk x � y kDk � .y � x/ kD j�1j k y � x kDk y � x kD d .y;x/ :

iii) 8x;y; z 2 E;

d .x;y/ Dk x � y k⩽k x � z k C k z � y k

D d .x; z/C d .z;y/ :

这个度量 d 称为由 E 的范数 k � k诱导出来的度量,因此 .E; d/是一个度量空间.
注由赋范空间 .E; k � k/所诱导的度量空间 .E; d/与一般度量空间 .X; d/不同之处在于: E 不是一般
的非空集合,而是一个向量空间,它的元素可以进行加、减、数乘运算,而一般度量空间 .X; d/中 X 的

元素未必能定义这些运算.
如果 E 上可以定义范数,那么 E 上的范数就不是唯一的,像在度量空间中一样,也可以定义范数的

等价概念.

定义 10.4

|

设 k � k与 k � k
0是E上的任意两个范数,我们称 k � k与 k � k

0是等价的,如果存在常数A > 0;B >

0使得

8x 2 E;A k x k⩽k x k
0⩽ B k x k :

最简单的赋范向量空间是下面两个例子.
例题 10.4设 E D C;8z 2 C ,令

kzk D jzj（复数 z 的模）.

容易验证如此定义的 k � k是 C上的一个范数.因此 .C; k � k/是一个赋范向量空间.
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10.1 度量空间的定义

例题 10.5设 E D Rn .n ⩾ 1/ ;8x D .x1; x2; � � � ; xn/ 2 Rn ,令

k x k1D

q
x2

1 C x2
2 C � � � C x2

n;

k x k2D jx1j C jx2j C � � � C jxnj ;

k x k3D max fjx1j ; jx2j ; � � � ; jxnjg ;

则 k � ki .i D 1; 2; 3/是 Rn上的范数,因此
�
Rn; k � ki

�
是赋范向量空间,并且成立下述不等式:

8x 2 Rn; k x k3⩽k x k1⩽k x k2⩽ n k x k3 :

从而 k � k1; k � k2; k � k3是 Rn上的三个互相等价的范数,我们称这三个范数为 Rn上的基本范数.
上述结论的证明是容易的,我们留给读者.
下面我们再举两个今后常见的赋范向量空间的例子.

例题 10.6设 C 0 .Œa; b� ;C/为所有定义在有限闭区间 Œa; b�上的连续复值函数的集合.
我们定义映射 k � k1W C 0 .Œa; b� ;C/ ! R如下:

8f 2 C 0.Œa; b�;C/; kf k1 D sup
x2Œa;b�

jf .x/j:

则 k � k1是 C 0 .Œa; b� ;C/上的一个范数,因此
�
C 0 .Œa; b� ;C/; k � k1

�
是一个赋范向量空间.

首先我们证明映射 k � k1 是有定义的,这是因为 8f 2 C 0 .Œa; b� ;C/由 f 的连续性及 Œa; b�的有

限、闭性知, sup
x2Œa;b�

jf .x/j < C1 ,故 k f k1< C1:

其次,若在 C 0 .Œa; b� ;C/上定义加法与数乘运算为: 8f , g 2 C 0 .Œa; b� ;C/ ; 8� 2 C;

8x 2 Œa; b� ; .f C g/ .x/ D f .x/C g .x/ ; .�f / .x/ D �f .x/ ;

则 C 0 .Œa; b� ;C/关于这两个运算形成一个 C –向量空间.
下面我们来验证 k � k1是 C 0 .Œa; b� ;C/上的范数.

1. 8f 2 C 0 .Œa; b� ;C/ ; k f k1⩾ 0 ,并且 k f k1D 0 , sup
x2Œa;b�

jf .x/j D 0 , 8x 2 Œa; b� ; jf .x/j D

0 , f D 0:

2. 8f 2 C 0 .Œa; b� ;C/ ;8� 2 R ,

k �f k1D sup
x2Œa;b�

j�f .x/j D j�j sup
x2Œa;b�

jf .x/j D j�j k f k1 :

3. 8f; g 2 C 0 .Œa; b� ;C/ ,

k f C g kD sup
x2Œa;b�

jf .x/C g .x/j ⩽ sup
x2Œa;b�

jf .x/j C sup
x2Œa;b�

jg .x/j Dk f k1 C k g k1 :

因此 k � k1的确是 C 0 .Œa; b� ;C/上的一个范数,这个范数也称为 C 0 .Œa; b� ;C/上的一致收敛范数,
为什么称 k � k1为一致收敛范数,我们将在第 12章进行解释.
例题 10.7设L

�
Rn;Rm

�
是所有从 Rn到 Rm的线性映射的集合,在 Rn与 Rm上各自取定三个基本范数

中的一个.
我们定义映射 k � kW L

�
Rn;Rm

�
! R如下:

8T 2 L
�
Rn;Rm

�
; k T kD sup

x2Rn;kxkD1

k T .x/ k :

则 k � k是L
�
Rn;Rm

�
上的一个范数,因此

�
L
�
Rn;Rm

�
; k � k

�
是一个赋范向量空间.

为方便起见,我们在 Rn中取基本范数 k � k2 :

首先我们容易验证L
�
Rn;Rm

�
是一个 R一向量空间.
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10.1 度量空间的定义

其次,我们证明映射 k � k有定义,也即

8T 2 L
�
Rn;Rm

�
; k T kD sup

x2Rn;kxk2D1

k T .x/ k< C1:

事实上,设 .e1; e2; � � � ; en/是 Rn的标准基底. 则 8x D .x1 , x2; � � � ; xn/ 2 Rn ,我们有

x D x1e1 C x2e2 C � � � C xnen:

若 k x k2D 1 ,则 jx1j C jx2j C � � � C jxnj D 1 ,从而由 T 的线性性及范数的性质,我们有

kT .x/k D kT .x1e1 C x2e2 C � � � C xnen/k

D kx1T .e1/C x2T .e2/C � � � C xnT .en/k

⩽ jx1j kT .e1/k C jx2j kT .e2/k C � � � C jxnj kT .en/k :

令M D max fkT .e1/k ; kT .e2/ ; k � � � ; kT .en/kg,则M < C1 ,并且

k T .x/ k⩽M .jx1j C jx2j C � � � C jxnj/ D M:

最后我们来验证 k � k满足范数的三个条件.
1) 8T 2 L

�
Rn;Rm

�
; k T k⩾ 0显然,下证 k T kD 0 , T D O:

设 T D O ,由 k T k的定义知 k T kD 0:

反之设 k T kD 0 ,那么

sup
x2Rn;kxkD1

k T .x/ kD 0 , 8x 2 Rn; k x kD 1; k T .x/ kD 0:

现任取 x 2 Rn 且 x ¤ 0 ,则
x

k x k
2 Rn;





 x

k x k





 D 1 ,于是




T � x

kxk

�



 D 0 ,从而 k T .x/ kD 0� k

x kD 0:

若 x 2 Rn 且 x D 0 ,则显然有 k T .x/ kD 0:因此 8x 2 Rn; k T .x/ kD 0 ,此即表明 T .x/ D 0或

T D O:

2) 8T 2 L
�
Rn;Rm

�
;8� 2 R; k �T kD j�j k T k :

这可由 k T k的定义直接推出.
3) 8T; S 2 L

�
Rn;Rm

�
; k T C S k⩽k T k C k S k :这是因为

k T C S k D sup
x2Rn;kxkD1

k .T C S/ .x/ k

⩽ sup
x2Rn;kxkD1

k T .x/ k C sup
x2Rn;kxkD1

k S .x/ k

Dk T k C k S k :

因此上述定义的 k � k是L
�
Rn;Rm

�
上的一个范数.

由范数的定义,我们得到下述不等式.
重要不等式 8T 2 L

�
Rn;Rm

�
;8x 2 Rn ,

k T .x/ k⩽k T k � k x k :

注意这个不等式左、右两边的三个 k � k代表三个不同空间中的范数. 此不等式的证明简单. 8x 2

Rn ,且 x ¤ 0 ,我们有




T � x

k x k

�



 ⩽k T k ,从而

k T .x/ k⩽k T k � k x k :若 x 2 Rn且 x D 0 ,则 k T .x/ kD 0 Dk T k � k x k :因此

8x 2 Rn; k T .x/ k⩽k T k � k x k :
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�习题 10.1

K�习题 10.1 k

1. 设 X 是任一非空集合, 定义映射 d W X �X ! R如下：

8x; y 2 X; d.x; y/ D

8<:0; 若 x D y;

1; 若 x ¤ y:

证明：d 是 X 上的一个度量.
2. 设 X 是任一非空集合, f W X ! R是任一单射. 证明：映射 d W X �X ! R,

8x; y 2 X; d.x; y/ D jf .x/ � f .y/j ;

是 X 上的一个度量.
3. 设 .X; d/是任一度量空间. 令

d.x; y/ D min
�
d.x; y/; 1

�
;8x; y 2 X:

证明：d 是 X 上的一个度量.
4. 设 C 2.Œ0; 1�;R/表示所有定义在 Œ0; 1�上的二次连续可导函数的集合.

1) 对任意 f; g 2 C 2.Œ0; 1�;R/, 定义：

d1.f; g/ D sup
x2Œ0;1�

jf .x/ � g.x/j;

d2.f; g/ D sup
x2Œ0;1�

jf 0.x/ � g0.x/j C jf .0/ � g.0/j;

d3.f; g/ D sup
x2Œ0;1�

jf 00.x/ � g00.x/j C jf 0.0/ � g0.0/j C jf .0/ � g.0/j:

证明：d1; d2; d3是 C 2.Œ0; 1�;R/上的度量.
2) 证明：对任意 f; g 2 C 2.Œ0; 1�;R/, 有

d1.f; g/ ⩽ d2.f; g/ ⩽ d3.f; g/:

5. 设 G 是任一交换群, p W G ! RC是映射, 满足：

p.x/ D 0 ” x D 0; p.�x/ D p.x/; p.x C y/ ⩽ p.x/C p.y/:

定义 d W G �G ! R为

d.x; y/ D p.x � y/;8x; y 2 G:

证明：d 是 G 上的一个度量.
6. 设 .X; d/是任一度量空间.

1) 证明：d 0.x; y/ D
d.x; y/

1C d.x; y/
是 X 上的一个度量.

2) 证明：d 0与第 3题中的度量 d 是等价度量, 且满足不等式

d 0 ⩽ d ⩽ 2d 0:

7. 设 p ⩾ 1, 在 Rn上定义映射 Np W Rn
! RC如下：

8x D .x1; : : : ; xn/ 2 Rn; Np.x/ D

 
nX

iD1

jxi j
p

! 1
p

:
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10.2 度量空间的开集、闭集

1) 证明：Np 是 Rn上的一个范数, 称为 `p 范数.
2) 证明：范数 Np 与 Rn上的三个基本范数等价.

8. 设 k � k是 Rn上的任一范数, x;y 2 Rn. 若

kx C yk D kxk C kyk;

则 x与 y 应满足什么关系？

9. 设N 与N 0分别是Rn与Rm上的任一范数. 在RnCm
D Rn

�Rm上定义映射N1; N2; N3 W RnCm
!

RC如下：

8.x;y/ 2 Rn
�Rm

D RnCm; N1.x;y/ D

q
N.x/2 CN 0.y/2;

N2.x;y/ D N.x/CN 0.y/;

N3.x;y/ D max
˚
N.x/; N 0.y/

	
:

证明：N1; N2; N3是 RnCm上的三个范数.
10. 在 C 0.Œa; b�;R/上定义映射 N1; N2 W C 0.Œa; b�;R/ ! RC如下：

8f 2 C 0.Œa; b�; R/; N1.f / D

ˆ b

a

jf .x/jdx;N2.f / D

 ˆ b

a

f 2.x/ dx

! 1
2

:

证明：N1与 N2是 C 0.Œa; b�;R/上的两个范数, 并判断它们是否等价.
11. 在 C 1.Œa; b�;R/上定义映射 N1; N2 W C 1.Œa; b�;R/ ! RC如下：

8f 2 C 0.Œa; b�; R/;N1.f / D sup
x2Œa;b�

jf .x/j C sup
x2Œa;b�

jf 0.x/j; N2.f / D sup
x2Œa;b�

�
jf .x/j C jf 0.x/j

�
:

证明：N1与 N2是 C 1.Œa; b�;R/上的两个等价范数.
12. 证明：

1) 对 idRn 2 L .Rn;Rn/, 有 k idRn k D 1.
2) 8T 2 L .Rn;Rm/, 8S 2 L .Rm;Rk/; kS ı T k ⩽ kSk � kT k:

10.2 度量空间的开集、闭集

为了进一步认识度量空间,我们来介绍度量空间的开集、闭集及其基本性质.
1. 开球、闭球及球面

定义 10.5

|

设 .X; d/是任一度量空间, 8a 2 X;8ı ⩾ 0 ,我们令

B .a; ı/ D fx 2 X j d .a; x/ < ıg;

B .a; ı/ D fx 2 X j d .a; x/ ⩽ ıg;

S .a; ı/ D fx 2 X j d .a; x/ D ıg;

并分别称 B .a; ı/ ; B .a; ı/及 S .a; ı/为 X 的以 a为中心,以 ı为半径的开球、闭球及球面.
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10.2 度量空间的开集、闭集

在赋范向量空间 .E; k � k/中,相应地我们有

B .a; ı/ D fx 2 E jk x � a k< ıg;

B .a; ı/ D fx 2 E jk x � a k⩽ ıg;

S .a; ı/ D fx 2 E jk x � a kD ıg:

注若 ı D 0 ,则 B .a; ı/ D ∅; B .a; ı/ D S .a; ı/ D fag:若 ı > 0 ,则 a 2 B .a; ı/ � B .a; ı/ ,并且

B .a; ı/ [ S .a; ı/ D B .a; ı/ :

例题 10.8设 X D R; d .x; y/ D jx � yj为绝对值度量,于是

B .a; ı/ D .a � ı; aC ı/; B .a; ı/ D Œa � ı; aC ı� ; S .a; ı/ D fa � ı; aC ıg:

例题 10.9设 X D R2:我们来考虑在 R2的三个基本度量 d1; d2 , d3下的 B .a; ı/ ; B .a; ı/与 S .a; ı/ :

记 a D .a1; a2/ ;x D .x1; x2/ :

1)对度量 d1 :

B .a; ı/ D

�
x 2 R2

j

q
.x1 � a1/

2
C .x2 � a2/

2 < ı

�
;

B .a; ı/ D

�
x 2 R2

j

q
.x1 � a1/

2
C .x2 � a2/

2 ⩽ ı

�
;

S .a; ı/ D

�
x 2 R2

j

q
.x1 � a1/

2
C .x2 � a2/

2
D ı

�
:

这里 B .a; ı/ ; B .a; ı/ ; S .a; ı/就是平面上通常所说的以 a为中心 ı为半径的开圆盘、闭圆盘、圆

周.
2)对度量 d2 :

B .a; ı/ D
˚
x 2 R2

jj x1 � a1 jCj x2 � a2 j< ı
	
;

B .a; ı/ D
˚
x 2 R2

jj x1 � a1 jCj x2 � a2 j⩽ ı
	
;

S .a; ı/ D
˚
x 2 R2

jj x1 � a1 jCj x2 � a2 jD ı
	
:

这时 B .a; ı/ ; B .a; ı/ ; S .a; ı/是平面上以 a 为中心,两条对角线分别平行于 x1 轴与 x2 轴而长为

2ı的开菱形、闭菱形、四条菱边.

图 10.2

图 10.3
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3)对度量 d3 :

B .a; ı/ D
˚
x 2 R2

jmax fjx1 � a1j ;g x2 � a2j < ı
	
;

B .a; ı/ D
˚
x 2 R2

jmax fjx1 � a1j ;gj x2 � a2 j
	
⩽ ıg;

S .a; ı/ D
˚
x 2 R2

j max fjx1 � a1j ; jx2 � a2jg D ı
	
:

显然这里 B .a; ı/ ; B .a; ı/ ; S .a; ı/是平面上以 a为中心、两对边分别平行于 x1轴与 x2轴而长为

2ı的开正方形、闭正方形、正方形四条边.

图 10.4

由此可知,在同一 X 上,对不同的度量 d;B .a; ı/ ; B .a; ı/与 S .a; ı/可以有不同的几何形状.
2. 开集、闭集、邻域

定义 10.6

|

设 .X; d/是任一度量空间, U � X 是任一集合. a 2 X:

1. 我们称 U 是 X 的开集,如果

.8x 2 U / .9ı > 0/ 使得 B .x; ı/ � U:

2. 我们称 U 是 X 的闭集,如果 X � U 是 X 的开集.
3. 我们称 U 是 a的一个邻域,如果 U 是包含 a的开集. 我们用 N .a/表示 a的所有邻域组成

的集族,称为 a的邻域系.

由上述定义可知: 空集 ∅与 X 本身既是开集又是闭集.
当然, 在度量空间中, 一般说来存在既非开又非闭的集合. 因此当 A不是 .X; d/中的开 (闭)集时,

我们不能断定 A就一定是 .X; d/的闭开集.
例如熟知的半闭半开的区间 Œa; b/.a; b�.a; b 2 R , a ¤ b/就是 .R; j�j/中的既非开又非闭的集合.
最简单的开集、闭集

命题 10.2

�

设 .X; d/是任一度量空间. 则
1. X 的任一单点集 fag是闭集,
2. X 的任一开球 B .a; ı/是开集,
3. X 的任一闭球 B .a; ı/是闭集.

证明 1) 为了证明 fag 是闭集, 只需证明 X � fag 是开集. 事实上, 8x 2 X � fag; d .x; a/ > 0 , 若取
ı D

1

2
d .x; a/ ,则 ı > 0;B .x; ı/ � X � fag:因此 X � fag是 X 的开集.

2)对开球 B .a; ı/ : 若 ı D 0 ,则 B .a; ı/ D ∅ ,它是开集. 现假设 ı > 0 ,为了证明 B .a; ı/是开集,
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10.2 度量空间的开集、闭集

我们来证明:
.8x 2 B.a; ı// .9ıx > 0/ 使得 B .x; ıx/ � B.a; ı/.

事实上,由于 x 2 B .a; ı/ ,故 d .x; a/ < ı:令 ıx D ı � d .x; a/ ,则 ıx > 0:

现在设 y 2 B .x; ıx/ ,于是

d .a; y/ ⩽ d .a; x/C d .x; y/ < d .a; x/C ıx

D d .a; x/C ı � d .x; a/ D ı:

此即表明 y 2 B .a; ı/ ,从而 B .x; ıx/ � B .a; ı/ :

图 10.5

图 10.6

3)对闭球 B .a; ı/ : 若 ı D 0 ,则 B .a; ı/ D fag ,是闭集,现假设 ı > 0:为了证明 B .a; ı/为闭集,我
们证明 X � B .a; ı/为开集,即等价地证明:

.8x 2 X � B.a; ı// .9ıx > 0/ 使得 B .x; ıx/ � X � B.a; ı/.

事实上,由于 x … B .a; ı/ ,故 d .x; a/ > ı:令 ıx D d .x; a/� ı ,则 ıx > 0:于是 8y 2 B .x; ıx/ ,

d .y; a/ ⩾ d .x; a/ � d .y; x/

> d .x; a/ � d .x; a/C ı D ı:

此即表明 y … B .a; ı/ ,因此 y 2 X � B .a; ı/ ,即 B .x; ıx/ � X � B .a; ı/ :

度量空间的一个重要性质就是它的 Hausdorff分离性.
Hausdorff分离性

定理 10.1

~

设 .X; d/是任一度量空间, a; b 2 X 且 a ¤ b:则存在 U 2 N .a/ ; V 2 N .b/使得

U \ V D ∅:
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证明 因为 a ¤ b ,故 d .a; b/ > 0 ,取 ı D
1

2
d .a; b/ ,则 B .a; ı/ 2 N .a/ ; B .b; ı/ 2 N .b/ ,并且

B .a; ı/ \ B .b; ı/ D ∅:

最后令 U D B .a; ı/ ; V D B .b; ı/即可.
开集、闭集的性质

定理 10.2

~

设 .X; d/是任一度量空间,则
1. X 的有限个开集的交是 X 的开集,
2. X 的任意一族开集的并是 X 的开集.

证明

1. 设Ui .i D 1; 2; � � � ; m/是X的任意m个开集,若
m

\
iD1

Ui D ∅,则它是开集,因此不妨设
m

\
iD1

Ui ¤ ∅,

8x 2

m

\
iD1

Ui ;由 x 2 Ui知,存在 ıi > 0使得 B .x; ıi / � Ui .i D 1; 2; � � � ; m/ :

令 ı D min fı1; ı2; � � � ; ımg ,则 ı > 0;B .x; ı/ � B .x; ıi / � Ui .i D 1; 2; � � � ; m/ ,从而 B .x; ı/ �
m

\
iD1

Ui ,因此
m

\
iD1

Ui 是 X 的开集.

2. 设 fU�g�2�是X的任一开集族. 于是8x 2 [
�2�

U� ,存在 �0 2 � ,存在 ı > 0 ,使得B .x; ı/ � U�0
;

从而 B .x; ı/ � [
�2�

U�:因此[
�2�

U�是 X 的开集.

定理 10.3

~

设 .X; d/是任一度量空间,则
1. X 的有限个闭集的并是 X 的闭集,
2. X 的任意一族闭集的交是 X 的闭集.

证明 1)设 Fi .i D 1; 2; � � � ; m/是 X 的任意 m个闭集. 于是 X � Fi .i D 1; 2; � � � ; m/是 X 的开集,从而
由 De Morgan公式.

X �

m

[
iD1

Fi D

m

\
iD1

.X � Fi /

及定理10.2知 X �

m

[
iD1

Fi 是 X 的开集,因此
m

[
iD1

Fi 是 X 的闭集.

2)现设 fF�g�2�是 X 的任意一闭集族,由于 8� 2 �;X � F�为 X 的开集,故由 De Morgan公式

X � \
�2�

F� D [
�2�

.X � F�/

及定理 10.2知 X � \
�2�

F�是 X 的开集,从而交集\
�2�

F�是 X 的闭集.

现在我们用 � 表示度量空间 .X; d/的所有开集组成的集族,由前面的讨论可知, � 具有下述三个重
要性质:

i) ∅; X 2 � ；

ii) 若 U; V 2 � ,则 U \ V 2 � ；

iii) 若 U� 2 � .� 2 �/ ,则[
�2�

U� 2 �:
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10.2 度量空间的开集、闭集

我们称此开集族 � 是由 X 的度量 d 诱导出来的一个拓扑 (Topology).
如果我们在一个集合 X 上直接地给出满足上述 i)、ii)、iii)三个条件的 X 上的一个集族 � ,则我们

称 � 是 X 上的一个拓扑, U 2 � 称为开集, .X; �/称为一个拓扑空间,若这个拓扑是由 X 上的某一个度

量 d 所诱导的,则称 .X; �/是可度量化拓扑空间. 这方面的内容属于专门的拓扑学的研究范畴,已超出
本书的范围,我们就不在此多叙述.

3. 集合的闭包、内部、边界

定义 10.7

|

设 .X; d/是任一度量空间, A � X 是任一集合, a 2 X:

1. 我们称 a是集合 A的聚点,如果

8U 2 N .a/ ; U \ .A � fag/ ¤ ∅:

A的所有聚点组成的集与 A的并记为 A ,并称为 A的闭包, A的每一元素称为 A的闭包点.
2. 我们称 a是集合 A的孤立点,如果

9U 2 N .a/ ; U \ A D fag:

3. 我们称 a是集合 A的内点,如果

9U 2 N .a/ ; U � A:

A的所有内点组成的集合记为 VA ,称为 A的内部.
4. 我们称 a是集合 A的边界点,如果

8U 2 N .a/ ; U \ A ¤ ∅; U \ .X � A/ ¤ ∅:

A的所有边界点组成的集合记为 @A ,称为 A的边界.

例题 10.10考虑实数空间 .R; j�j/中的有理数集 Q与无理数集 Qc :我们有:

Q D R; VQ D ∅; @Q D R;

Qc D R; VQc D ∅; @Qc
D R:

例题 10.11对任一度量空间 .X; d/ ;8a 2 X;8ı > 0 ,我们有:

B .a; ı/ D B .a; ı/ ; VB .a; ı/ D B .a; ı/ ;

@B .a; ı/ D @B .a; ı/ D S .a; ı/ ;

S .a; ı/ D @S .a; ı/ D S .a; ı/ ; VS .a; ı/ D ∅:

例题 10.12设 a; b 2 R; a < b: ';  W Œa; b� ! R是任意两个连续函数,并且 ' ⩽  :令

A D
˚
.x; y/ 2 R2

j x 2 Œa; b� ; ' .x/ ⩽ y ⩽  .x/
	
:

则

VA D
˚
.x; y/ 2 R2

j x 2 .a; b/; ' .x/ < y <  .x/
	
;

@A D
˚
.a; y/ 2 R2

j ' .a/ ⩽ y ⩽  .a/
	

[ .b; y/ 2 R2
j ' .b/ ⩽ y ⩽  .b/

	
[ Gr .'/ [ Gr . / :
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图 10.7

定理 10.4

~

设 A是度量空间 .X; d/的任一非空集合,则
1. VA是开集, A是闭集；
2. @A是闭集,并且 @A D A \

�
X � A

�
:

证明

1. 由开集及 VA的定义知 VA是 X 的开集,为了证明 A是闭集,我们证明 X � A是开集.
首先不难证明下述结论成立:

x 2 A , 8U 2 N .x/ ; U \ A ¤ ∅: (10.1)

现任取 x 2 X � A:由于 x … A ,故存在 U 2 N .x/使得 U \ A D ∅:下面证明 U � X � A:

事实上, 8y 2 U;U 2 N .y/ :由于 U \ A D ∅ ,故 y … A ,从而 y 2 X � A即 U � X � A ,由
x 2 X � A的任意性推知 X � A是 X 的开集,于是 A是 X 的闭集.

2. 由 @A的定义

@A D fx 2 X j 8U 2 N .x/ ; U \ A ¤ ∅; U \ .X � A/ ¤ ∅g:

故由上述式(10.1)即知 @A D A \
�
X � A

�
:由于 A与

�
X � A

�
都是闭集,所以 @A是 X 的闭集.

例题 10.13 8a 2 .X; d/ ;8ı ⩾ 0; S .a; ı/是闭集. 因为

S .a; ı/ D @B .a; ı/ :

4. 度量空间的子空间
设 .X; d/是任一度量空间, Y � X 是任一非空集合,我们用 dY 表示 d 在 Y � Y 上的限制,直接由

度量的定义可知, dY 是 Y 上的一个度量. 于是 .Y; dY /形成一个度量空间.

定义 10.8

|
度量空间 .Y; dY /称为度量空间 .X; d/的子空间.

下面我们来研究度量空间 .X; d/与子空间 .Y; dY /的开集之间的关系.
首先我们证明下述引理.

引理 10.1

~

若 .Y; dY /是 .X; d/的子空间,则

8x 2 Y; 8ı ⩾ 0; BdY
.x; ı/ D Bd .x; ı/ \ Y:
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10.2 度量空间的开集、闭集

证明 这可由 dY 的定义直接推出:

BdY
.x; ı/ D fy 2 Y j dY .y; x/ < ıg

D fy 2 Y j d .y; x/ < ıg

D Bd .x; ı/ \ Y:

图 10.8

定理 10.5

~
A � Y 是 Y 的开集,当且仅当存在 X 中的开集 U 使得 A D U \ Y:

证明 设 A � Y 是 Y 的开集,则

8x 2 A; 9ıx > 0 ) BdY
.x; ıx/ � A

) A D [
x2A

BdY
.x; ıx/ ;

令 U D [
x2A

Bd .x; ıx/ ,由定理 10.2知 U 是 X 的开集,由引理 BdY
.x; ıx/ D Bd .x; ıx/ \ Y ,故

A D [
x2A

BdY
.x; ıx/ D [

x2A

.Bd .x; ıx/ \ Y /

D

�
[
x2A

Bd .x; ıx/

�
\ Y D U \ Y:

反之,设存在 X 中的开集 U 使得 A D U \ Y:那么 8x 2 A ,存在 ıx > 0使得 Bd .x; ıx/ � U ,再
由引理10.1 BdY

.x; ıx/ D Bd .x; ıx/ \ Y 推得

A D

�
[
x2A

Bd .x; ıx/

�
\ Y D [

x2A

.Bd .x; ıx/ \ Y / D [
x2A

BdY
.x; ıx/ :

因此 A是 Y 中的开集.

推论 10.1

~
若 A � Y 是 X 的开集,则 A也是 Y 的开集.

证明 因为 A D A \ Y:

此推论的逆不成立,即 Y 的开集不一定是 X 的开集.
例题 10.14考虑实数空间 .R; j�j/的子空间

�
Œ0; 1� ; j�jŒ0;1�

�
: 8a; b 2 Œ0; 1�且 a < b ,下述各集合

.a; b/; Œ0; b/; .a; 1�;∅; Œ0; 1�

都是 Œ0; 1�的开集,但 Œ0; b/; .a; 1�; .0; 1/不是 R的开集 (这里 b ¤ 0; a ¤ 1/ ,而 .a; b/仍是 R中的开集

例题 10.15考虑度量空间
�
Rn; d1

�
.n > 1/ ,令

H D f.x1; x2; � � � ; xn/ 2 Rn
j xn ⩾ 0g ;

则 .H; d1H /是
�
Rn; d1

�
的子空间. 设 A;B;C 是 .H; d1H /中如下图所示的三个集合
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图 10.9

显然 A 是 H 的开集, 也是 Rn 的开集, 因为 A D Bd1
.a; r/ � H； B 是 H 的开集, 因为 B D

Bd1
.b; r/ \H ,但 B 不是 Rn的开集； C 不是H 的开集,当然也不是 Rn的开集.

定理 10.6

~
A � Y 是 Y 的闭集,当且仅当存在 X 中的闭集 V 使得 A D V \ Y:

证明 设 A � Y 是 Y 的闭集. 那么 Y � A 是 Y 的开集, 从而由定理10.5知存在 X 中的开集 U 使得

Y � A D U \ Y ,于是

A D Y � .Y � A/ D Y � .U \ Y / D Y � U D .X � U/ \ Y D V \ Y;

这里 V D X � U 是 X 中的闭集.
反之设A D V \Y ,这里 V 是X 的闭集. 那么X �V 是X 的开集,从而由定理 10.5知, .X � V /\Y

是 Y 的开集,而
.X � V / \ Y D X \ Y � V \ Y D Y � A;

故 A是 Y 的闭集.

推论 10.2

~
若 A � Y 是 X 的闭集,则 A也是 Y 的闭集.

证明 因为 A D A \ Y:

注此推论的逆也是不成立的,即 Y 的闭集不一定是 X 的闭集.

K�习题 10.2 k

1. 设 .X; d/是任一度量空间, a 2 X . 证明：
1) 8Ui 2 N .a/.i D 1; 2; � � � ; n/; n

iD1
Ui 2 N .a/;.

2) \
U 2N .a/

U D fag.

2. 设 .X; d/是任一度量空间, a 2 X:B是N .a/的一子集, 我们称B是 a的一个邻域基, 如果

8U 2 N .a/; 9V 2 B H) V � U:

证明：.X; d/的每一点 a都有一个可数下降的邻域基B D fVn 2 N .a/ j VnC1 � Vn; n 2 Ng.
3. 设 .X; d/是任一度量空间, A � X 是任一非空集合, a 2 X .

1) 证明：若 a是 A的聚点, 则 a是 A的闭包点, 反之则不然.
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2) 设B是 a的一个邻域基. 证明：

a是 A的闭包点 ” 8V 2 B; V \ A ¤ ∅；

a是 A的聚点 ” 8V 2 B; V \ .A � fag/ ¤ ∅:

3) 证明：A是 X 的闭集,当且仅当 A D A.
4) 证明：A D A.
5) 证明：若 A � B � X , 则 A � B .
6) 证明：A [ B D A [ B . 举例说明 A \ B D A \ B 不一定成立.

4. 设 .X; d/是任一度量空间, A � X 是非空子集.
1) 证明：A是 X 的开集,当且仅当 A D VA.

2) 证明： V
VA D VA:

3) 证明：若 A � B , 则 VA �
ı

B .
4) 证明：.A \ B/ı D VA \

ı

B . 举例说明 .A [ B/ı D VA [
ı

B 不成立

5. 设 .X; d/是任一度量空间, A � X 是非空子集. 证明：
1) @A D A � VA, 由此推出 @A是闭集.
2) @A � @A; @. VA/ � @A; @.A [ B/ � @A [ @B:

3) 若 A \ B D ∅, 则 @.A [ B/ D @A [ @B .
4) A是开集当且仅当 @A D A � A.

6. 设 .X; d/是任一度量空间, E;F � X 是两个不相交的闭集. 证明：
1) 8x 2 E, 有 d.x; F / D inf

y2F
d.x; y/ > 0.d.x; F /称为 x与 F 的距离).

2) 存在两个开集 U 和 V , 使得 E � U , F � V 并且 U \ V D ∅.
7. 设 .X; d/是任一度量空间, Y � X 是一非空集合. 证明：若 A � Y 是 Y 的开 (闭)集, Y 是 X 的

开 (闭)集, 则 A是 X 的开 (闭)集.
8. 写出图10.9中集合 A;B;C 分别在

�
R2; d1

�
与 .H; d1H /中的闭包、内部与边界.

9. 设F 是如下定义的 R上的子集族：

F D fU � R j U D ∅ 或 R � U 是可数集 g:

1) 证明：F 是 R上的一个拓扑：

2) 证明：若 Un 2 F ; .n 2 N/, 则
C1

\
nD1

Un 2 F .

3) 证明：F 不具有 Hausdorff 分离性, 即 “8x; y 2 R 且 x ¤ y , 存在 U , V 2 F 使得

x 2 U; y 2 V 且 U \ V D ∅”不成立.
4) 若改F 为F 0：

F 0
D fU � R j U D ∅ 或 R � U 为有限集 g:

试问上述 1)、2)、3)的结论仍然成立吗？
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10.3 度量空间的点序列极限,映射的极限与连续性

1. 度量空间的点序列极限

定义 10.9

|

设 X 是任一非空集合. 从 N 到 X 的任一映射 x W N ! X 称为 X 的一个点序列, 简记为
hxni : xn .n 2 N/称为此序列的第 n项或通项.

例题 10.16设 hxni i .i D 1; 2; � � � ; k/是 k 个实数序列,令 xn D .xn1; xn2; � � � ; xnk/ .8n 2 N/ ,则 hxni是

Rk 的一个点序列.
例题 10.17设 hxni与 hyni是两个实数序列,令

zn D xn C iyn .8n 2 N/ ;

则 hzni是 C的一个复数序列.
例题 10.18 设 fn 2 C 0 .Œa; b� ;R/ .8n 2 N/ ,则 hfni是 C 0.Œa; b� ;R/的一个连续函数序列.

定义 10.10

|

设 .X; d/是任一度量空间, hxni是 X 的任一点序列.
1. 我们称 hxni收敛,如果存在 x 2 X ,它具有下述性质:

.8" > 0/ .9N 2 N/ .8n 2 N; n ⩾ N/ ) d .xn; x/ < ":

这时我们也称点序列 hxni当 n ! C1时收敛于 x或以 x为极限,记为

lim
n!C1

xn D x 或 xn ! x .n ! C1/ :

2. 我们称 hxni发散,如果 hxni不收敛.

下面我们对度量空间点序列的收敛性作两点说明.
第一: 由度量空间 .X; d/的 Hausdorff分离性推知,若 X 的点序列 hxni有极限 x ,则此极限是唯一

的.
第二: 点序列 hxni的收敛性是依赖于 X 上所选择的度量 d 的. 也就是说, X 的同一点序列 hxni对

度量 d1收敛,但对度量 d2可能发散.
然而若 d1; d2是 X 上的两个等价度量,则

lim
n!C1

xn
d1

HHH x 当且仅当 lim
n!C1

xn
d2

HHH x:

事实上,由于 d1与 d2等价,故存在常数 A > 0;B > 0使得

Ad1 .x; y/ ⩽ d2 .x; y/ ⩽ Bd1 .x; y/ ; 8x; y 2 X:

从而

Ad1 .xn; x/ ⩽ d2 .xn; x/ ⩽ Bd1 .xn; x/ .8n 2 N/ :

由此即可推得我们的结论.
特别地,当 X D Rk 时,由于 Rk 上的三个基本度量 d1; d2; d3互相等价,因此在 Rk 中考虑它的点序

列的极限时,我们可以取这三个度量中的任何一个而不会影响点序列的收敛性.
现在我们来研究 Rk 的点序列与 C的复数序列的收敛性.
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定理 10.7

~

设 hxni是 Rk .k > 1/中的任一点序列, x 2 Rk :令

xn D .xn1; xn2; � � � ; xnk/ .n 2 N/ ;x D .�1; �2; � � � �k/ ;

则

lim
n!C1

xn D x , lim
n!C1

xni D �i .i D 1; 2; � � � ; k/ :

证明 在 Rk 中取基本度量 d3:则

lim
n!C1

xn
d3
D x , .8" > 0/ .9N 2 N/ .8n 2 N; n ⩾ N/ ) d3 .xn;x/ < "

, .8" > 0/ .9N 2 N/ .8n 2 N; n ⩾ N/ ) max
1⩽i⩽k

jxni � �i j < "

, .8" > 0/ .9N 2 N/ .8n 2 N; n ⩾ N/ ) jxni � �i j < " .i D 1; 2; � � � ; k/

, lim
n!C1

xni D �i .i D 1; 2 � � � ; k/ :

此定理表明在Rk中求点序列 hxni的极限可化为求 hxni的各相应分量组成的实数序列 hxni i .i D 1; 2; � � � ; k/

的极限.

定理 10.8

~

设 hzni D hxn C iyni是 C的任一复数序列, z D x C iy 2 C ,则

lim
n!C1

zn D z , lim
n!C1

xn D x; lim
n!C1

yn D y:

证明 根据复数模的定义,

jzn � zj D j.xn � x/C i .yn � y/j D

q
.xn � x/2 C .yn � y/2:

由此立即推得

lim
n!C1

zn D z , lim
n!C1

jzn � zj D 0

, lim
n!C1

.xn � x/ D 0; lim
n!C1

.yn � y/ D 0

, lim
n!C1

xn D x; lim
n!C1

yn D y:

这个定理表明求复数序列 hzni的极限可化为分别求 zn.n 2 N/的实部与虚部系数组成的实数序列

hxni与 hyni的极限.
注关于例 10.18中 C 0 .Œa; b� ;R/的连续函数序列 hfni的收敛性,也是相对它的某一个度量而言的.

例如在 C 0 .Œa; b� ;R/中取由它的一致收敛范数 k � k1所诱导的度量 d (称为一致度量),即

8f; g 2 C 0 .Œa; b� ;R/ ; d .f; g/ Dk f � g k1

若 f; fn 2 C 0 .Œa; b� ;R/ .n 2 N/ ,则序列 hfni关于此度量 d 收敛于 f 也称为 hfni在 Œa; b�上一致

收敛于 f:

关于函数序列的一致收敛性问题,我们将在第 12章中进行专门研究.
作为点序列极限的应用,我们来证明下述定理.
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定理 10.9

~

设 .X; d/是任一度量空间,则 A � X 是闭集的充分必要条件是:

若 xn 2 A.n 2 N/且 xn ! x.n ! C1/ , 则 x 2 A:

证明 (必要性)设 A � X 是闭集, xn 2 A .n 2 N/并且 xn ! x .n ! C1/ :我们证明 x 2 A:

用反证法. 假设 x … A ,则 x 2 X �A : 由于 X �A是开集,故存在 ı > 0使得 B .x; ı/ � X �A:因

为 xn ! x .n ! C1/ ,故存在 N 2 N使得

8n 2 N; n ⩾ N; xn 2 B .x; ı/ ) xn 2 X � A:

这与 xn 2 A .n 2 N/矛盾. 因此 x 2 A:

(充分性)设定理的条件成立,我们来证明 A是闭集.
为此只需证明 X � A是开集. 仍然用反证法. 假设 X � A不是开集. 于是由开集定义知

.9x0 2 X � A/ .8n 2 N/
�

9xn 2 B

�
x0;

1

n

��
) xn … X � A:

由此得到 X 的一点序列 hxni使得

xn 2 A .n 2 N/ ; xn ! x0 .n ! C1/ :

由已知条件知, x0 2 A ,这与 x0 2 X � A矛盾,因此 X � A为开集,即 A为闭集.
此定理是用序列的极限来刻划度量空间的闭集的,应用它去判断集合的闭性十分方便.

例题 10.19利用上述定理证明: 对任意集合 A � X , A是闭集.
事实上, 若 A D ∅ , 则 A D ∅ 为闭集. 若 A ¤ ∅, 则任取 A 中的点序列 hxni 使得 xn !

x .n ! C1/ ;我们来证明 x 2 A:

若存在 n0 2 N使得 xn0
D x,则 x 2 A,因此不妨设 8n 2 N , xn ¤ x. 由于 8n 2 N; xn 2 A,故存在

yn 2 A使得 d .xn; yn/ <
1

n
; yn ¤ x:由此得到 A的点序列 hyni :由不等式

d .yn; x/ ⩽ d .yn; xn/C d .xn; x/ <
1

n
C d .xn; x/

知, yn ! x .n ! C1/ :

现任取 U 2 N .x/ :于是存在 n 2 N使得

yn 2 U \ .A � fxg/ :

此即表明 x 2 A ,因此 A是闭集.
2. 度量空间上的映射的极限与连续性

定义 10.11
设 .X; d/与 .Y;D/是两个度量空间, A � X 是任一非空集合, f W A ! Y 是任一映射. a 2 X; l 2

Y:

1. 我们称映射 f 当 x趋于 a时以 l 为极限,如果 a是 A的聚点,并且下述性质成立:

.8" > 0/ .9ı > 0/ .8x 2 A; 0 < d .a; x/ < ı/ ) D .f .x/ ; l/ < ":

这时记为

lim
x!a

f .x/ D l 或 f .x/ ! l .x ! a/ :
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|

2. 我们称映射 f 在 a处连续,如果 a 2 A并且下述性质成立:

.8" > 0/ .9ı > 0/ .8x 2 A; d .a; x/ < ı/ ) D .f .x/ ; f .a// < ":

3. 我们称映射 f 在 A上连续,如果 f 在 A的每一点 x处连续.

注

1. 由上述定义可知,当 X D Y D R ,并且 d .x; y/ D D .x; y/ D jx � yj时,上面的定义就是我们在
第 4章中研究过的一元实值函数的极限与连续性定义.

2. 现在设 d 0是 X 上的另一度量,D0是 Y 上的另一度量,并且 d 0与 d 等价,D0与D等价. 则容易验
证

lim
x!a

f .x/
d;D

HHHH l 当且仅当 lim
x!a

f .x/
d 0;D0

HHHHH l:

换句话说,映射 f W A .� X/ ! Y 的极限与连续性定义跟 X 中的等价度量及 Y 中的等价度量的

选择无关.
因此,特别地,若我们考虑映射 f W A

�
� Rk

�
! Rm ,则可以在 Rk 与 Rm 中任取各自的基本度量

而不影响 f 的极限存在与连续性.
下面我们列出两类常用映射的极限与连续性定义,以加深印象.
1) k元实值函数的极限与连续性定义
取 X D Rk .k ⩾ 1/ ; d 为 Rk 中任一基本度量,如 d1； Y D R;D为 R上的绝对值度量 j�j；

x D .x1; x2; � � � ; xk/ ; a D .a1; a2; � � � ; ak/ 2 Rk;

则映射 f W A
�
� Rk

�
! R称为 k元实值函数,这时

(1)映射 f W A
�
� Rk

�
! R当 x ! a时以 l 为极限,当且仅当

.8" > 0/ .9ı > 0/

0@8x 2 A; 0 <

vuut kX
iD1

.xi � ai /
2 < ı

1A ) jf .x/ � l j < ":

(2)映射 f W A
�
� Rk

�
! R在 a处连续,当且仅当

.8" > 0/ .9ı > 0/

0@8x 2 A;

vuut kX
iD1

.xi � ai /
2 < ı

1A ) jf .x/ � f .x/j < ":

例题 10.20证明: 二元函数 f W R2
! R

f .x; y/ D

8̂<̂
:

x2y

x2 C y2
; 若 .x; y/ > .0; 0/

0; 若 .x; y/ D .0; 0/

在 (0,0)处连续.
事实上, 8 .x; y/ ¤ .0; 0/ ,我们有

jf .x; y/ � f .0; 0/j D

ˇ̌̌̌
x2y

x2 C y2

ˇ̌̌̌
⩽ jyj ⩽

q
x2 C y2:

若在 R2中取基本度量 d1 ,则

.8" > 0/ .9ı D " > 0/

�
8 .x; y/ 2 R2; 0 <

q
.x � 0/2 C .y � 0/2 < ı

�
) jf .x; y/ � f .0; 0/j < ":
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因此 lim
.x;y/!.0;0/

f .x; y/ D f .0; 0/ ,从而 f 在 (0,0)处连续.

例题 10.21设二元函数 f W R2
! R定义如下:

f .x; y/ D

8<:
xy

x2 C y2
; 若 .x; y/ ¤ .0; 0/；

0; 若 .x; y/ D .0; 0/ :

证明: f 当 .x; y/ ! .0; 0/时极限不存在.
事实上,若令 y D kx .k 2 R/ ,则 8x ¤ 0 ,

f .x; kx/ D
kx2

x2 C k2x2
D

k

1C k2
:

于是 lim
x!0

f .x; kx/ D
k

1C k2
:此极限依赖于 k ,故 f 当 .x; y/ ! .0 , 0 )时不可能有极限存在.

对于 k元实值函数的极限与连续性的运算性质. 可综合为下述定理.

定理 10.10

~

设 f; g W A
�
� Rk

�
! R是任意两个 k元实值函数,并且当 x ! a时有极限存在,则 f C g; fg与

f

g
W A ! R当 x ! a时也有极限存在

�
对
f

g
; lim

x!a
g .x/ ¤ 0

�
,并且

lim
x!a

.f C g/ .x/ D lim
x!a

f .x/C lim
x!a

g .x/ ;

lim
x!a

.fg/ .x/ D lim
x!a

f .x/ � lim
x!a

g .x/ ;

lim
x!a

�
f

g

�
.x/ D lim

x!a
f .x/ = lim

x!a
g .x/ :

此定理的证明留给读者作为练习.
例题 10.22证明: 如下定义的映射 ' W Œ0;C1/ � Œ0; 2�� � Œ0; �� ! R W

8.r; �; ˛/ 2 Œ0;C1/ � Œ0; 2�� � Œ0; ��; '.r; �; ˛/ D r sin � cos˛

在 Œ0;C1/ � Œ0; 2�� � Œ0; ��上连续.
为此我们可以令为:

8.r; �; ˛/ 2 Œ0;C1/ � Œ0; 2�� � Œ0; ��; '1.r; �; ˛/ D r; '2.r; �; ˛/ D sin �; '3.r; �; ˛/ D cos˛

显然 '1; '2; '3在 Œ0;C1/�Œ0; 2���Œ0; ��上连续,于是根据上述定理知, ' D '1 �'2 �'3在 Œ0;C1/�

Œ0; 2�� � Œ0; ��上连续.
例题 10.23计算 lim

.x;y/!.0;0/
.x2

C y2/x
2y2

:

令 f .x; y/ D .x2
C y2/x

2y2

. 两边取自然对数得

logf .x; y/ D x2y2 log.x2
C y2/ D

x2y2

x2 C y2
� .x2

C y2/ log.x2
C y2/:

由于

0 ⩽ x2y2

x2 C y2
⩽ 1

2
jxyj ⩽ 1

4
.x2

C y2/;

.x2
C y2/ log.x2

C y2/ D z log z.z D x2
C y2/;
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故

lim
.x;y/!.0;0/

x2y2

x2 C y2
D 0;

lim
.x;y/!.0;0/

.x2
C y2/ log.x2

C y2/ D lim
z!0C

z log z D 0:

因此,

lim
.x;y/!.0;0/

logf .x; y/ D

�
lim

.x;y/!.0;0/

x2y2

x2 C y2

�
�

�
lim

.x;y/!.0;0/
.x2

C y2/ log.x2
C y2/

�
D 0:

由此推得

lim
.x;y/!.0;0/

.x2
C y2/x

2y2

D e0
D 1:

2) k元向量值函数的极限与连续性定义
取X D Rk .k ⩾ 1/ , d为Rk中的任一基本度量,如 d2； Y D Rm.m > 1/;D为 Rm中的任一基本度量,如 d3；

x D .x1; x2; � � � ; xk/ ; a D .a1; a2; � � � ; ak/ 2 Rk； l D .l1; l2; � � � ; lm/

f .x/ D .f1 .x/ ; f2 .x/ ; � � � ; fm .x// 2 Rm;

则映射 f W A
�
� Rk

�
! Rm 称为 k 元向量值函数, 8i D 1; 2; � � � : m:映射 fi W A

�
� Rk

�
! R称为 f

的分量函数,它是 k 元实值函数,这时
1)映射 f W A

�
� Rk

�
! Rm当 x ! a时以 l 为极限当且仅当

.8" > 0/ .9ı > 0/

0@8a 2 A; 0 <

kX
iD1

jxi � ai j < ı

1A
) max

1⩽i⩽m
jfi .x/ � li j < " , jfi .x/ � li j < " .8i D 1; 2; � � � ; m/ :

因此

lim
x!a

f .x/ D l , lim
x!a

fi .x/ D li .i D 1; 2; � � � ; m/ :

2)映射 f W A
�
� Rk

�
! Rm在 a处连续当且仅当

.8" > 0/ .9ı > 0/

0@8x 2 A;

kX
iD1

jxi � ai j < ı

1A
) max

1⩽i⩽m
jfi .x/ � fi .a/j < "

, jfi .x/ � fi .a/j < " .8i D 1; 2; � � �m/ :

因此

f 在 a处连续 , fi 在 a处连续 .i D 1; 2; � � � ; m/:

特别地,当 a是 A的聚点时,

f 在 a处连续 , lim
x!a

f .x/ D f .a/

, lim
x!a

fi .x/ D fi .a/.i D 1; 2; � � � ; m/:

上述分析表明, 对 k 元向量值函数的极限与连续性的研究可化为对它的各分量函数的极限与连续
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性的研究.
例题 10.24考虑如下定义的映射

f W Œ0;C1/ � Œ0; 2�� ! R2;

g W Œ0;C1/ � Œ0; 2�� � Œ0; �� ! R3; h W Œ0;C1/ � Œ0; 2�� � .�1 C 1/ ! R3

8.r; �/ 2 Œ0;C1/ � Œ0; 2��; f .r; �/ D .r cos �; r sin �/;

8.r; �; ˛/ 2 Œ0;C1/ � Œ0; 2�� � Œ0; ��; g.r; �; ˛/ D .r sin˛ cos �; r sin˛ sin �; r cos˛/;

8.r; �; z/ 2 Œ0;C1/ � Œ0; 2�� � .�1;C1/; h.r; �; z/ D .r cos �; r sin �; z/:

根据定理10.10知, 映射 f; g; h 的各分量函数 f1; f2; g1; g2 , g3; h1; h2; h3 在各自定义域上连续, 因此映
射 f; g; h在各自定义域上连续.

f 称为平面极坐标变换映射.
g称为空间球面坐标变换映射.
h称为空间柱面坐标变换映射.

这三个映射今后我们还要对它们进行研究,它们在重积分计算中起着重要的作用.

图 10.10

关于 k元向量值函数的极限与连续性的运算性质,我们有下述定理.

定理 10.11

~

设 f; g W A
�
� Rk

�
! Rm 是任意两个 k 元向量值函数, 并且当 x ! a 时极限存在, � W

A
�
� Rk

�
! R 是任一 k 元实值函数, 当 x ! a 时也有极限存在, 则 f C g W A ! Rm; �f W

A ! Rm当 x ! a时极限存在,并且

lim
x!a

.f C g/ .x/ D lim
x!a

f .x/C lim
x!a

g .x/ ;

lim
x!a

.�f / .x/ D lim
x!a

� .x/ � lim
x!a

f .x/ :

此定理的证明我们也留给读者作为练习.
下面一个定理是关于一般度量空间中复合映射的连续性的.

定理 10.12

~

设 .X; d/ ; .Y;D/与 .Z; �/是任意三个度量空间, A � X;B � Y 是两个非空集合, f W A ! Y 与

g W B ! Z 是任意两个映射,假设
1. E D Dom .g ı f / ¤ ∅ ,
2. x0 2 E; f 在 x0处连续, g在 y0 D f .x0/ 2 B 处连续,则复合映射 g ı f W E ! Z 在 x0处

连续.
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证明 重复定理4.8的证明过程,并对个别记号稍作修改即可.

推论 10.3

~

若映射 f W A ! Y 在 A上连续,映射 g W B ! Z 在 B 上连续,并且 E D Dom .g ı f / ¤ ∅ ,则复
合映射 g ı f W E ! Z 在 E 上连续.

作为这一段的结束,我们来证明连续映射的一个等价定义,即下面定理.

定理 10.13

~

设 .X; d/与 .Y;D/是任意两个度量空间, A � X 是任一非空集合,则映射 f W A ! Y 在 A上连

续的充分必要条件是: 若 U 是 Y 的任一开集,则 f �1 .U /是 A的开集.

证明 (必要性)设 f 在 A上连续, U 是 Y 的任一开集. 若 f �1 .U / D ∅ ,则 f �1 .U /是 A的开集. 若
f �1 .U / ¤ ∅ ,任取 a 2 f �1 .U / ,我们证明存在 ıa > 0使得 A \ Bd .a; ıa/ � f �1 .U / :

事实上,由于 U 是开集,并且 f .a/ 2 U ,故存在 " > 0使得 BD .f .a/ ; "/ � U ,又因为 f 在 a处

连续,所以存在 ıa > 0使得

8x 2 A; d .a; x/ < ıa ) D .f .x/ ; f .a// < ":

此即等价于 f .A \ B1 .a; ıa// � BD .f .a/ ; "/或

A \ Bd .a; ıa/ � f �1 .BD .f .a/ ; "// � f �1 .U / :

因为 A \ Bd .a; ıa/ D BdA
.a; ıa/是 A的以 a为心以 ıa 为半径的开球,故由 a的任意性推知, f �1 .U /

是 A的开集.
(充分性)设对 Y 的任一开集 U; f �1 .U /是 A的开集,任取 a 2 A ,于是 8" > 0;BD .f .a/ ; "/是 Y

的开集,从而由假设知 f �1 .BD .f .a/ ; "//是 A的开集,由于 a 2 f �1 .BD .f .a/ ; "// ,故存在 ıa > 0

使得

BdA
.a; ıa/ D A \ Bd .a; ıa/ � f �1 .BD .f .a/ ; "// ;

或

f .A \ Bd .a; ıa/ � BD .f .a/ ; "/ :

此即等价于

8x 2 A; d .a; x/ < ıa ) D .f .x/ ; f .a// < ":

因此 f 在 a处连续. 由 a的任意性知, f 在 A上连续.
下面我们介绍映射的一致连续性.
3. 映射的一致连续性

定义 10.12

|

设 .X; d/与 .Y;D/是任意两个度量空间, A � X 是任一非空集合, f W A ! Y 是任一映射,我们
称 f 在 A上一致连续,如果它具有下述性质:

.8" > 0/ .9ı > 0/
�
8x; x0

2 A; d
�
x; x0

�
< ı

�
) D

�
f .x/ ; f

�
x0
��
< ":

由这个定义可知,若 f 在 A上一致连续,则 f 在 A上连续,但反之则不然.
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例题 10.25设二元函数 f W R2
! R定义如下:

8 .x; y/ 2 R2; f .x; y/ D sin xsiny:

证明: f 在 R2上一致连续.
事实上, 8 .x; y/ ;

�
x0; y0

�
2 R2 ,我们有ˇ̌

f .x; y/ � f
�
x0; y0

�ˇ̌
D
ˇ̌
sin x siny � sin x0 siny0

ˇ̌
⩽
ˇ̌
sin x

�
siny � siny0

�ˇ̌
C
ˇ̌
siny0

�
sin x � sin x0

�ˇ̌
⩽
ˇ̌
siny � siny0

ˇ̌
C
ˇ̌
sin x � sin x0

ˇ̌
⩽
ˇ̌
x � x0

ˇ̌
C
ˇ̌
y � y0

ˇ̌
:

若在 R2中取基本度量 d2 ,则

.8" > 0/ .9ı D " > 0/
�
8 .x; y/ ;

�
x0; y0

�
2 R2;ˇ̌

x � x0
ˇ̌
C
ˇ̌
y � y0

ˇ̌
< ı )

ˇ̌
f .x; y/ � f

�
x0; y0

�ˇ̌
<
ˇ̌
x � x0

ˇ̌
C
ˇ̌
y � y0

ˇ̌
< ":

故 f 在 R2上一致连续.
例题 10.26设 .X; k � k/是任一赋范向量空间,则范数映射 x 7!k x k; x 2 X 在 X 上一致连续.
为此设 x; x0

2 X ,则我们有不等式ˇ̌
kxk � kx0

k
ˇ̌
⩽ kx � x0

k:

于是

.8" > 0/.9ı D " > 0/
�
8x; x0

2 X;


x � x0



 < ı� )
ˇ̌
kxk �



x0


ˇ̌ ⩽ 

x � x0



 < "
因此范数映射 x 7!k x k; x 2 X 在 X 上一致连续.
例题 10.27设映射 T W C 0 .Œa; b� ;R/ ! C 0 .Œa; b� ;R/定义如下:

8f 2 C 0 .Œa; b� ;R/ ; .Tf / .x/ D

ˆ x

a

f .t/ dt ; 8x 2 Œa; b� :

证明: T 在 C 0 .Œa; b�R/上关于一致收敛范数一致连续.
事实上, 8f; g 2 C 0 .Œa; b� ;R/ ,我们有

k Tf � Tg k1 D sup
x2Œa;b�

j.Tf / .x/ � .Tg/ .x/j

D sup
x2Œa;b�

ˇ̌̌̌ˆ x

a

f .t/ dt �

ˆ x

a

g .t/ dt
ˇ̌̌̌

⩽ .b � a/ k f � g k1

于是

.8" > 0/
�
9ı D

"

b � a
> 0

� �
8f; g 2 C 0.Œa; b� ;R

�
; k f �g k1< ı/ )k Tf �Tg k1⩽ .b � a/ k f �g k1< ";

因此映射 T 在 C 0 .Œa; b� ;R/上一致连续

4. 度量空间的同胚映射

定义 10.13
设 .X; d/与 .Y;D/是任意两个度量空间, f W X ! Y 是任一映射,若 f 具有下述性质:

1. f 是一一映射:
2. f 与 f �1

W Y ! X 都是连续映射.
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|
则我们称 f 是一个同胚映射 (也可简称同胚),并称 X 与 Y 同胚.

由定义可知,若 f W X ! Y 与 g W Y ! Z..Z; �/是一度量空间)都是同胚,则 g ı f W X ! Z 也是

同胚.
例题 10.28考虑映射 f W .�1; 1/ ! R :

8x 2 .�1; 1/; f .x/ D tan
�

2
x:

则 f 是一个同胚映射,从而 .�1; 1/与 R同胚.
事实上, f 是连续一一映射,其逆 f �1

W R ! .�1; 1/为

8y 2 R; f �1 .y/ D
2

�
arctany:

显然 f �1连续. 故 f 是一个同胚映射,从而 .�1; 1/与 R同胚.
例题 10.29考虑 R3的单位球面 S2 :

S2
D
˚
.x; y; z/ 2 R3

j x2
C y2

C z2
D 1

	
:

设 M .x; y; z/
�
M 0
�
是此球面上异于北极点 N .0; 0; 1/ (南极点 S .0; 0;�1// 的任意一点, 联结点 N .S/

与M
�
M 0
�
的直线交 xOy 平面 � 上唯一一点 P .t; s; 0/ .Q .u; v; 0// (如下图所示). 由于 � 平面上每一

点的第 3坐标为 0,故可以认为 .t; s; 0/ D .t; s/ ,从而可恒等 � 与 R2:

图 10.11

由此我们得到两个映射 ˚ W S2
� fN g ! R2与 	 W S2

� fSg ! R2 ,它们分别定义如下:

8M 2 S2
� fN g; ˚ .M/ D P;

8M 0
2 S2

� fSg; 	
�
M 0
�

D Q:

映射 ˚ 与 	 分别称为单位球面 S2关于北极点 N 与南极点 S 的球极投影.
下面我们来推导映射 ˚ 的解析表达式.
由上图可得到下述明显比例关系式:

1 � z

1
D
AM

OP
D
x

t
D
y

s
.P ¤ 0/ :

于是 8̂<̂
:
t D ˚1 .x; y; z/ D

x

1 � z
;

s D ˚2 .x; y; z/ D
y

1 � z
;

8 .x; y; z/ 2 S2
� fN g:

显然映射 ˚ 在 S2
� fN g上连续并且是一一映射.
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我们记 ˚ 的逆映射为 ' W R2
! S2

� fN g ,下面我们来推导 ' 的解析表达式. 由

t2 C s2
D
x2 C y2

.1 � z/2
D

1 � z2

.1 � z/2
D
1C z

1 � z

解得

z D
t2 C s2 � 1

1C t2 C s2
:

将它代入 t; s的表达式中得到

x D
2t

1C t2 C s2
; y D

2s

1C t2 C s2
:

因此 ' W R2
! S2

� fN g的解析表达式为

' .t; s/ D

�
2t

1C t2 C s2
;

2s

1C t2 C s2
;
t2 C s2 � 1

1C t2 C s2

�
;8 .t; s/ 2 R2:

由此可知,映射 ' 在 R2 上也是连续的,故 ˚ W S2
� fN g ! R2 是一个同胚映射,从而 S2

� fN g与

R2同胚.
同理可证,映射 	 W S2

� fSg ! R2也是同胚映射. 从而 S2
�fSg与 R2同胚,并且 	 与它的逆映射

 W R2
! S2

� fSg的解析表达式为:8̂<̂
:
u D 	1 .x; y; z/ D

x

1C z
;

v D 	2 .x; y; z/ D
y

1C z
;

8 .x; y; z/ 2 S2
� fSg;

与

 .u; v/ D

�
2u

1C u2 C v2
;

2v

1C u2 C v2
;
1 � u2 � v2

1C u2 C v2

�
;8 .u; v/ 2 R2:

例题 10.30 设 S1是平面上的单位圆周:

S1
D
˚
.x; y/ 2 R2

j x2
C y2

D 1
	
;

映射 f W Œ0; 1/ ! S1定义为

8t 2 Œ0; 1/; f .t/ D .cos 2�t; sin 2�t/ :

容易证明 f 是连续的一一映射,但 f 的逆映射 f �1 不是连续映射 (见习题第 14题),因此 f 不是

同胚映射. 能否由此断定 Œ0; 1/与 S1不同胚? 为什么?
注 1. 证明 f 是单射（不同的 t 映射到不同的点）

假设 t1; t2 2 Œ0; 1/且 t1 ¤ t2,要证明 f .t1/ ¤ f .t2/. f .t/ D .cos 2�t; sin 2�t/是单位圆周上的点,
参数 t 表示角度（以弧度为单位,但按比例缩放：2�t 是从 0到 2� 的角度）. 如果 f .t1/ D f .t2/,则：

cos 2�t1 D cos 2�t2 且 sin 2�t1 D sin 2�t2.

这意味着 2�t1和 2�t2代表同一个角度（模 2� ）, 即：

2�t1 D 2�t2 C 2�k 对某个整数 k.

化简得：

t1 D t2 C k:

由于 t1; t2 2 Œ0; 1/ , 且 k 是整数, 唯一可能是 k D 0（否则 t1 或 t2 会超出 Œ0; 1/）. 因此 t1 D t2. 所以
若 t1 ¤ t2 , 则 f .t1/ ¤ f .t2/,即 f 是单射.
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2. 证明 f 是满射（S1中每一点都有原像）

任取 .x; y/ 2 S1 , 即 x2
C y2

D 1 . 要找到 t 2 Œ0; 1/使得 f .t/ D .x; y/ . 由于 .x; y/在单位圆上,
存在角度 � 2 Œ0; 2�/使得：

x D cos �; y D sin �:

令 t D
�

2�
,则 t 2 Œ0; 1/（因为 � 2 Œ0; 2�/）. 于是：

f .t/ D .cos 2�t; sin 2�t/ D .cos �; sin �/ D .x; y/

因此对任意 .x; y/ 2 S1,存在 t 2 Œ0; 1/使得 f .t/ D .x; y/,即 f 是满射.
3. 证明 f �1不连续

考虑点 p D .1; 0/ 2 S1, 它对应 t D 0（因为 f .0/ D .cos 0; sin 0/ D .1; 0/）, 即 f �1.p/ D 0. 现
在构造 S1 中一个序列 fpng收敛到 p: 令 pn D .cos 2�tn; sin 2�tn/,其中 tn D 1 �

1

n
(注意 tn 2 Œ0; 1/当

n � 2). 则 pn D

�
cos 2�

�
1 �

1

n

�
; sin 2�

�
1 �

1

n

��
D

�
cos

2�

n
;� sin

2�

n

�
. 当 n ! 1,有

2�

n
! 0,所

以 cos
2�

n
! 1; � sin

2�

n
! 0. 因此 pn ! .1; 0/ D p. 但 f �1 .pn/ D tn D 1�

1

n
（因为 f .tn/ D pn）,所

以 f �1 .pn/ ! 1（当 n ! 1）. 然而 f �1.p/ D 0. 因此序列
˚
f �1 .pn/

	
收敛到 1,而不是 f �1.p/ D 0.

这说明 f �1在点 p D .1; 0/处不连续.

K�习题 10.3 k

1. 设 .X; d/是任一度量空间, hxni是 X 的任一点序列, a 2 X 称为 hxni的极限点, 如果

.8U 2 N .a//.8k 2 N/.9n 2 N; n ⩾ k/ H) xn 2 U:

1) 证明：a是 hxni的极限点当且仅当 hxni有收敛于 a的子序列
˝
xkn

˛
.

2) 证明：若 lim
n!C1

xn D a , 则 a是 hxni的唯一极限点.

2. 设M 是所有 k � k实矩阵的集合, 8A 2 M 令

A D

0BBBBB@
a11 a12 � � � a1k

a21 a22 � � � a2k

� � � � � � � � � � � �

ak1 ak2 � � � akk

1CCCCCA ; kAk D

kX
iD1

kX
j D1

ˇ̌
aij

ˇ̌
:

1) 证明：如此定义的映射 k � k W M ! RC是M 上的一个范数, 因此 .M; k � k/是一赋范空间.
2) 证明：若 hAni收敛于 A; hEni收敛于 B , 则 hAnBni收敛于 AB .
3) 设 hAni是M 的可逆矩阵序列, 并且 hAni收敛于不可逆矩阵A . 证明： lim

n!C1



A�1
n



 D C1:

3. 设 .X; d/是任一度量空间, A � X 是任一非空集合, a 2 X , 我们称实数

d.a; A/ D inf
x2A

d.a; x/

为 a与 A的距离

1) 证明：a 2 A ” d.a;A/ D 0 .
2) 证明：映射 x 7�! d.x;A/; x 2 X , 是 Lipschitz系数为 1的 Lipschitz映射, 即

8x; y 2 X; jd.x;A/ � d.y;A/j ⩽ d.x; y/:
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4. 设 .X; d/是任一度量空间, A � X 是任一非空集合. 我们称实数

d.A/ D sup
x2A

d.x; y/

为集合 A的直径, 在 X2
�X2上定义映射 �如下：

8.x; y/;
�
x0; y0

�
2 X2; �

�
.x; y/ ;

�
x0; y0

��
D d

�
x; x0

�
C d

�
y; y0

�
:

1) 证明：.X2; �/是一个度量空间.
2) 证明：映射 .x; y/ 7! d.x; y/; .x; y/ 2 X2, 在 X2上是连续的.
3) 证明：d.A/ D d.A/.

5. 设 .X; d/是任一度量空间, F 是 X 的所有有界闭集的集合. 我们在 F 上定义 Hausdorff度量 �

如下：对任意 A;B 2 F , 令

�.A;B/ D sup
x2A

d.x; B/;�.A;B/ D max
�
�.A;B/; �.B;A/

�
:

证明：

1) �.A;B/ D 0 ” A � B .
2) 8A;B;C 2 F , 有 �.A;C / ⩽ �.A;B/C �.B;C /.
3) �是F 上的一个度量.
4) 映射 ı W F �! R.8A 2 F ; ı.A/ D d.A//连续.

6. 设 .X; d/与 .Y;D/是两个度量空间, f W X ! Y 是任一映射. 则下列条件等价：
1) f 在 X 上连续；

2) 对 .Y;D中任一闭集 F , f �1.F /是 X 中的闭集；

3) 对任一集合 A � X , 有 f .A/ � f .A/.
7. 设 A � R2是一个开集, 函数 f W A ! R满足：

1) f 分别关于 x与 y 连续；

2) f 对其中一个变元是单调的.
证明 f 在 A上连续.

8. 设函数 f W R2
! R定义如下：

f .x; y/ D

8̂<̂
:

jxyj�

x2 C y2
; 若 .x; y/ ¤ .0; 0/; .� 2 R/；

0; 若 .x; y/ D .0; 0/:

研究 f 在 .0; 0/处的连续性.
9. 设函数 f W R3

! R定义如下：

f .x; y; z/ D

8̂<̂
:

x3 C y3 C z3p
x2 C y2 C z2

; 若 .x; y; z/ ¤ .0; 0; 0/；

0; 若 .x; y; z/ D .0; 0; 0/:

研究 f 在 .0; 0; 0/处的连续性.
10. 设D � R2是一个开集, .a; b/ 2 D, f W D ! R是一个函数. 我们称 lim

.x;y/!.a;b/
f .x; y/为全面极

限, 而 lim
y!b

�
lim

x!a
f .x; y/

�
; lim

x!a

�
lim

y!b
f .x; y/

�
为累次极限. 证明：若

1) lim
.x;y/!.a;b/

f .x; y/ D A存在；

2) 8y; lim
x!a

f .x; y/ D h.y/存在；
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则累次极限 lim
y!b

�
lim

x!a
f .x; y/

�
存在, 并且

lim
.x;y/!.a;b/

f .x; y/ D lim
y!b

�
lim

x!a
f .x; y/

�
D A:

11. 设函数 f W R2
! R定义如下：

f .x; y/ D

8̂<̂
:

x2y2

x2y2 C .x � y/2
; .x; y/ ¤ .0; 0/;

0; .x; y/ D .0; 0/:

证明：累次极限 lim
x!0

�
lim

y!0
f .x; y/

�
D lim

y!0

�
lim

x!0
f .x; y/

�
D 0;但全面极限 lim

.x;y/!.0;0/
f .x; y/不

存在.
12. 设函数 f W R2

! R定义如下：

f .x; y/ D

8̂<̂
:
.x C y/ sin

1

x
sin

1

y
; x ¤ 0; y ¤ 0;

0; x D 0或 y D 0:

证明：累次极限 lim
x!0

�
lim

y!0
f .x; y/

�
与 lim

y!0

�
lim

x!0
f .x; y/

�
都不存在, 但全面极限 lim

.x;y/!.0;0/
f .x; y/

存在.
13. 计算下列极限：

1) lim
x!0

sin xy
x
；

2) lim
.x;y/!.0;0/

y2 log.x2
C y2/；

3) lim
.x;y/!.0;0/

log.1C xy/ � xy

x2y2
；

4) lim
.x;y/!.0;0/

x.x C y/p

.x2 C y2/3=2
cos

1p
x2 C y2

.p ⩾ 2/；

5) lim
.x;y/!.�1;C1/

�
xy

x2 C y2

�x2

；

6) lim
.x;y/!.�1;0/

�
1C

1

x

� x2

xCy

.

14. 证明：例10.30中的映射 f 的逆映射 f �1不是连续映射.
15. 证明：R中所有非空开区间 .a; b/都是同胚的.
16. 设 .X; d/与 .Y;D/是两个度量空间, f W X ! Y 是任一映射. 我们称 f 是开 (闭)映射, 如果 A

是 X 中的开 (闭)集. 则 f .A/是 Y 中的开 (闭)集.
现设 f W X ! Y 是一一映射. 证明下述结论互相等价：
1) f 是同胚映射；
2) f 是连续的开映射；
3) f 是连续的闭映射.
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10.4 完备度量空间

在第 3章 § 4中我们定义了 Cauchy实数序列,利用它研究了实数集 R的完备性. 对一般度量空间
.X; d/也可以引进 Cauchy序列的概念,并利用它来研究 .X; d/的完备性.

1. Cauchy序列

定义 10.14

|

设 .X; d/是任一度量空间, hxni是 X 的任一点序列,我们称 hxni是 Cauchy序列,如果

.8" > 0/ .9N 2 N/ .8n; k 2 N; n ⩾ N/ ) d .xnCk; xn/ < ":

显然, 若点序列 hxni 收敛, 则 hxni 是 Cauchy 序列. 反之则不然. 但如果我们考虑的度量空间是�
Rk; di

�
,则另当别论,即成立下面的定理.

定理 10.14 (Rk 中的 Cauchy收敛准则)

~

�
Rk; di

�
中的点序列 hxni收敛的充分必要条件是: hxni为 Cauchy序列.

证明 k D 1时,结论已经证明了. 以下设 k > 1:

(必要性)显然.
(充分性)设 hxni是

�
Rk; di

�
的任一 Cauchy序列,不失一般性,我们可以取 d2:于是

.8" > 0/.9N 2 N/.8n;m 2 N; n > N/ ) d2 .xnCm;xn/ < "

令 xn D .xn1; xn2; � � � ; xnk/ .8n 2 N/,则由 d2 .xnCm;xn/ < "推知

8n;m 2 N; n ⩾ N )

8̂̂̂̂
<̂̂
ˆ̂̂̂:

jxnCm1 � xn1j < ";

jxnCm2 � xn2j < ";

� � � � � � � � � � � � � � � � � �

jxnCmk � xnkj < ":

此即表明 8i D 1; 2; � � � ; k,实数序列 hxni i是 R的 Cauchy序列. 根据 R的 Cauchy收敛准则知,每一个
序列 hxni i收敛. 令

lim
n!C1

xni D �i ; .i D 1; 2; � � � ; k/ :

根据定理10.7 Rk 中的点序列 hxni收敛于 � D .�1; �2; � � � , �k/ 2 Rk :

推论 10.4

~
复数空间 .C; j�j/的点序列 hzni收敛的充分必要条件是 hzni为 Cauchy序列.

证明 令 zn D xn C iyn ,则 hzni是 Cauchy序列当且仅当 hxni与 hyni是 Cauchy实数序列,因此推论成
立.

下面我们研究的是除了
�
Rk; di

�
与 .C; j�j/外还有哪些一般度量空间具有 “Cauchy序列均收敛”这

一好性质的. 为此引入下述概念.
2. 完备度量空间
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定义 10.15

|
设 .X; d/是任一度量空间. 我们称它是完备的,如果它的任一 Cauchy序列都是收敛的.

根据这一定义及定理 10.14知, 8k 2 N;
�
Rk; di

�
; .C; j�j/都是完备的度量空间.

下面是另一个典型的完备度量空间的例子.
例题 10.31在 C 0 .Œa; b� ;C/上取一致度量 d :

8f; g 2 C 0 .Œa; b� ;C/ ; d .f; g/ D sup
x2Œa;b�

jf .x/ � g .x/j ;

则
�
C 0 .Œa; b� ;C/ ; d

�
是完备度量空间.

为此设 hfni是
�
C 0 .Œa; b� ;C/ ; d

�
的任一 Cauchy序列.于是

.8" > 0/ .9N 2 N/ .8n; k 2 N; n ⩾ N/ ) d .fnCk; fn/ D sup
x2Œa;b�

jfnCk .x/ � fn .x/j < ":

由此推得

.8n; k 2 N; n ⩾ N/ .8x 2 Œa; b�/ ) jfnCk .x/ � fn .x/j < ": (10.2)

此即表明 8x 2 Œa; b� ,复数序列 ffn .x/g是 C中的 Cauchy序列,由 .C; j�j/的完备性知 hfn .x/i收

敛,于是我们可定义函数 f W Œa; b� ! R如下:

8x 2 Œa; b� ; f .x/ D lim
n!C1

fn .x/ :

现在在式(10.2)中固定 n ⩾ N ,令 k ! C1得到

.8n 2 N; n ⩾ N/ .8x 2 Œa; b�/ ) jf .x/ � fn .x/j ⩽ ": (10.3)

下面首先证明 f 2 C 0 .Œa; b� ;C/ :

任取 x0 2 Œa; b� :由于上述(10.3), 8x 2 Œa; b�我们有:

jf .x/ � f .x0/j

⩽ jf .x/ � fN .x/j C jfN .x/ � fN .x0/j C jfN .x0/ � f .x0/j

<"C jfN .x/ � fN .x0/j C "

D2"C jfN .x/ � fN .x0/j :

因为 fN 2 C 0 .Œa; b� ;C/ ,故

.8" > 0/ .9ı > 0/ .8x 2 Œa; b� \ B .x0; ı//

) jfN .x/ � fN .x0/j < "

) jf .x/ � f .x0/j < 3":

因此 f 在 x0处连续. 由 x0的任意性知 f 2 C 0 .Œa; b� ;C/ :

最后证明 d .fn; f / ! 0 .n ! C1/ :

事实上,由于
d .fn; f / D sup

x2Œa;b�

jfn .x/ � f .x/j ;

故由式(10.3)知, 8n 2 N; n ⩾ N; d .fn; f / ⩽ ":此即表明 d .fn; f / ! 0 .n ! C1/ :

综合上述所证, Cauchy序列 hfni收敛于 f:因此 C 0.Œa; b�;C/是完备的度量空间.
注我们说度量空间 .X; d/是完备的,是相对于度量 d 而言,因此可能出现这种情形: 同一基本集合 X ,

347



10.4 完备度量空间

对度量 d; .X; d/是完备的,而对另一度量 D; .X;D/又不是完备的. 例如在同一 C 0 .Œa; b� ;C/上,我们
定义度量D为:

8f; g 2 C 0 .Œa; b� ;C/ ;D .f; g/ D

ˆ b

a

jf .x/ � g .x/j dx;

可以证明
�
C 0 .Œa; b� ;C/ ;D

�
不是完备的 (见习题第 4题).

但如果 d 与D是等价度量,则 .X; d/是完备的, .X;D/是完备的.
非完备度量空间的最简单例子就是熟知的实数空间 .R; j�j/的有理数子空间

�
Q; j�jQ

�
:

3. 完备度量空间的不动点定理

定理 10.15 (Banach不动点定理)

~

设 .X; d/ 是一完备度量空间, f W X ! X 是一压缩映射, 即 8x; y 2 X; d .f .x/ ; f .y// ⩽
�d .x; y/ .0 ⩽ � < 1/ ,则存在唯一的 a 2 X ,使得 f .a/ D a:

证明 任取 x0 2 X ,令

x1 D f .x0/ ; x2 D f .x1/ ; � � � ; xnC1 D f .xn/ � � �

于是我们得到 X 的点序列 hxni :

下面证明 hxni是 .X; d/的 Cauchy序列.
首先,由 f 的压缩性,我们有: 8n 2 N ,

d .xn; xnC1/ D d .f .xn�1/ ; f .xn// ⩽ �d .xn�1; xn/ ⩽ � � � ⩽ �nd .x0; x1/ :

因此 8k 2 N ,

d .xn; xnCk/ ⩽ d .xn; xnC1/C d .xnC1; xnC2/C � � � C d .xnCk�1; xnCk/

⩽
�
�n

C �nC1
C � � � C �nCk�1

�
d .x0; x1/

<
�n

1 � �
d .x0; x1/ :

若 d .x0; x1/ D 0 ,则 x0 D f .x0/ :

若 d .x0; x1/ ¤ 0 ,则 8" > 0 ,由
�n

1 � �
d .x0; x1/ < "得到 n > log

�
" .1 � �/

d .x0; x1/

�
= log�:令

N D 1C

�
log

�
" .1 � �/

d .x0; x1/

�
= log�

�
;

则

8n; k 2 N; n ⩾ N ) d .xn; xnCk/ <
�n

1 � �
d .x0; x1/ < ":

此即表明 hxni是 .X; d/的 Cauchy序列.
因为 .X; d/是完备的,所以 hxni在 X 中收敛,令 lim

n!C1
xn D a ,则 a 2 X:

再证 a是 f 的不动点,即 a D f .a/ :

由 f 的压缩性知, f 在 X 上连续 (实际上还是一致连续的). 在 xnC1 D f .xn/的两边令 n ! C1

取极限得到 a D f .a/ :

最后证明不动点的唯一性.
假设存在 b 2 X 使得 b D f .b/且 b ¤ a ,那么

d .a; b/ D d .f .a/ ; f .b// ⩽ �d .a; b/ ;
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由于 0 ⩽ � < 1 ,故必有 d .a; b/ D 0或 a D b ,矛盾. 因此 a是 f 的唯一不动点.
注从定理的证明过程可知,若 Y 是完备度量空间 .�; d/的闭集, f W Y ! Y 是一压缩映射,则存在 f 的

唯一不动点 a 2 Y:

Banach不动点定理是一个非常重要的定理,它在微分方程、代数方程的求解,计算数学的数值计算
等许多数学研究领域中有着广泛的应用.

K�习题 10.4 k

1. 设 .X; d/是任一度量空间, hxni、hyni是 X 中的两个点序列. 证明：
1) 若 hxni; hyni为 Cauchy序列, 则 hd.xn; yn/i收敛.
2) 若 hxni是 Cauchy序列, d.xn; yn/ ! 0（n ! C1）, 则 hyni也是 Cauchy序列.

2. 设 .X; d/是任一度量空间, Y � X 是任一非空集合. 证明：.X; d/的子空间 .Y; dY /是完备的充

分必要条件是 Y 为 X 的闭集.
3. 设 .X; d/是任一度量空间, A � X 且 A ¤ ∅,

d.A/ D sup
x;y2A

d.x; y/:

为集合 A的直径,证明：.X; d/是完备的充分必要条件是：对 X 中任意一列闭集 hAni, 若

AnC1 � An; lim
n!C1

d.An/ D 0;

则
C1

\
nD1

An是单点集.

4. 在 C 0.Œ0; 1�;C/上定义度量D如下：

8f; g 2 C 0.Œ0; 1�;C/;D.f; g/ D

ˆ 1

0

jf .x/ � g.x/j dx:

1) 8n 2 N, 定义函数 fn W Œ0; 1� ! C为

fn.x/ D

8̂̂̂̂
<̂̂
ˆ̂̂̂:
1; 0 ⩽ x ⩽ 1

2
;

0;
1

2
C
1

n
⩽ x ⩽ 1:

1 � n

�
x �

1

2

�
;
1

2
< x <

1

2
C
1

n
;

证明：fn 2 C 0.Œ0; 1�;C/, 且D是 C 0.Œ0; 1�;C/上的度量.
2) 证明：hfni是度量空间 .C 0.Œ0; 1�;C/;D/中的 Cauchy序列, 但 hfni在 .C 0.Œ0; 1�;C/;D/中

不收敛. 因此, .C 0.Œ0; 1�;C/;D/不是完备度量空间.
解： 1）的结论是显然的.
2）证明 ffng是 Cauchy序列但在

�
C 0.Œ0; 1�;C/;D

�
中不收敛：

先证 ffng是 Cauchy序列：

对于 m > n , 考虑 D .fn; fm/ D

ˆ 1

0

jfn.x/ � fm.x/j dx . 注意 fn 和 fm 仅在 x 2

�
1

2
;
1

2
C
1

n

�
上可能不同（因为 m > n , 所以

1

2
C
1

m
<
1

2
C
1

n
）. 具体地：

当 x 2

�
0;
1

2

�
时, fn.x/ D fm.x/ D 1 .

当 x 2

�
1

2
C
1

n
; 1

�
时, fn.x/ D fm.x/ D 0 .
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当 x 2

�
1

2
;
1

2
C
1

m

�
时, 两者都线性下降, 但形式不同.

当 x 2

�
1

2
C
1

m
;
1

2
C
1

n

�
时, fm.x/ D 0而 fn.x/ > 0 .

实际上, jfn.x/ � fm.x/j ⩽ 1（因为函数值在 0和 1之间）, 且非零的区域长度不超过
1

n
（因为

m > n , 所以差异主要出现在 x 2

�
1

2
;
1

2
C
1

n

�
上）. 因此：

D .fn; fm/ ⩽
ˆ 1

2
C 1

n

1
2

1dx D
1

n

所以对于任意 " > 0 , 取 N 使得 1=N < " , 则当 m > n > N 时, 有 D .fn; fm/ ⩽
1

n
< ". 故 ffng

是 Cauchy序列.
再证 ffng在

�
C 0.Œ0; 1�;C/;D

�
中不收敛：

假设存在连续函数 g 2 C 0.Œ0; 1�;C/使得D .fn; g/ ! 0 , 即

lim
n!1

ˆ 1

0

jfn.x/ � g.x/j dx D 0

我们导出矛盾. 考虑区间
�
0;
1

2

�
和

�
1

2
C ı; 1

�
, 其中 0 < ı <

1

2
是任意小的正数.

1. 在
�
0;
1

2

�
上：对于所有 n , 当 x 2

�
0;
1

2

�
时, fn.x/ D 1 . 因此,

ˆ 1
2

0

jfn.x/ � g.x/j dx D

ˆ 1
2

0

j1 � g.x/jdx

由于D .fn; g/ ! 0 , 特别地,

lim
n!1

ˆ 1
2

0

j1 � g.x/jdx D 0

因为被积函数非负且连续, 所以必须有 g.x/ D 1对所有 x 2

�
0;
1

2

�
成立（否则积分恒正, 不会趋

于零）.
2. 在

�
1

2
C ı; 1

�
上: 取 N 足够大使得

1

N
< ı,则当 n > N 时,

1

n
< ı,所以对于 x 2

�
1

2
C ı; 1

�
,有

x �
1

2
C ı >

1

2
C
1

n
,因此 fn.x/ D 0. 于是,
ˆ 1

1
2

Cı

jfn.x/ � g.x/j dx D

ˆ 1

1
2

Cı

j0 � g.x/jdx D

ˆ 1

1
2

Cı

jg.x/jdx:

同样由D .fn; g/ ! 0 , 有

lim
n!1

ˆ 1

1
2

Cı

jg.x/jdx D 0

由于被积函数非负且连续, 所以必须有 g.x/ D 0对所有 x 2

�
1

2
C ı; 1

�
成立.

现在, 由于 ı > 0是任意的, 令 ı ! 0C, 我们得到：
在

�
0;
1

2

�
上, g.x/ D 1. 在

�
1

2
; 1

�
上, g.x/ D 0（因为对任意 x >

1

2
,总存在 ı > 0使得 x ⩾ 1

2
C ı,

从而 g.x/ D 0）.
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因此

g.x/ D

8̂<̂
:
1; 0 ⩽ x ⩽ 1

2

0;
1

2
< x ⩽ 1

但 g在 x D
1

2
处不连续（左极限为 1 , 右极限为 0）, 这与 g 2 C 0.Œ0; 1�;C/矛盾. 即我们证明了

极限函数不在 C 0.Œa; b�;C/中.
5. 设 .X; d/与 .Y;D/是两个度量空间, 其中 .Y;D/是完备的, A � X 是 X 的一稠密集 .A D X/ .
证明：若 f W A ! Y 是任一连续映射, 则存在唯一的映射 Qf W X ! Y 使得

1) ef 在 X 上一致连续,
2) ef ˇ̌̌

A
D f .

此结论称为连续延拓定理, ef 称为 f 的延拓.
6. 设 .X; d/、.Y;D/是两个度量空间, f W X ! Y 是一致连续映射.

1) 证明：若 hxni是 .X; d/中的 Cauchy序列, 则 hf .xn/i是 .Y;D/中的 Cauchy序列.
2) 证明：若 f 是一一映射, 且 f �1

W Y ! X 也是一致连续的, 则 .X; d/ 是完备的当且仅当

.Y;D/是完备的.
7. 设 .X; d/是完备度量空间, f W X ! X 是一个映射, 记

f 0
D idX ; f

nC1
D f ı f n;8n 2 N:

证明：若存在 m 2 N使得 f m
W X ! X 是压缩映射, 则 f 存在唯一的不动点 a 2 X 使得

8x0 2 X; a D lim
n!C1

f n .x0/ :

8. 设 .X; d/、.Y;D/是两个度量空间, .X; d/是完备的, 映射 f W X � Y ! X 满足下述两个条件：

1) 存在 0 ⩽ � < 1, 使得 8t 2 Y , 映射 ft W x 7! f .x; t/; x 2 X 是压缩系数为 �的压缩映射, 即

8x; y 2 X; d.ft .x/; ft .y// ⩽ �d.x; y/；

2) 8x 2 X , 映射 t 7! f .x; t/, t 2 Y 是连续的.
证明：若 at 是 ft 的唯一不动点, 则映射 t 7! at ; t 2 Y 在 Y 上连续.

10.5 紧度量空间

从第 3章 §4的 Cantor有限覆盖定理 (定理3.10)知道, R的有限闭区间的一个重要性质就是它具有
有限开覆盖性. 现在我们在一般度量空间中研究这种有限开覆盖性,这就是下面介绍的紧集概念.

1. 紧度量空间与紧集概念

定义 10.16

|

设 .X; d/是任一度量空间, A � X 是任一非空集合, fU�g�2�是 X 的一族开集.
1. 若 A � [

�2�

U� ,则我们称 fU�g�2�是 A的一个开覆盖.

2. 设 fU�g�2� 是 A的开覆盖,若存在有限个 U�1
; U�2

; � � � , U�m
使得 A �

m

[
iD1

U�i
,则我们称

fU�g�2�有有限的开子覆盖
˚
U�1

; U�2
; � � � ; U�m

	
:
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定义 10.17

|

设 .X; d/是任一度量空间.
1. 我们称 .X; d/是紧度量空间,如果 X 的任一开覆盖都有一个有限的开子覆盖.
2. 设 Y � X 是任一非空集合,我们称 Y 是紧集,如果子空间 .Y; dY /是紧的.

2. 紧度量空间的性质
首先我们给出紧度量空间与完备度量空间关系的下述性质.

定理 10.16

~
若 .X; d/是紧度量空间,则 .X; d/是完备的.

证明 用反证法证明. 假设 .X; d/不是完备的. 于是存在 .X; d/的一个 Cauchy序列 hxni使得它在 X 中

不收敛. 因此 8y 2 X; hxni不收敛于 y:从而存在 "y > 0使得

.8n 2 N/ .9kn 2 N; kn ⩾ n/ ) d
�
xkn

; y
�
> 2"y :

由于 hxni是 Cauchy序列,故

.9N 2 N/ .8n;m 2 N; n;m ⩾ N/ ) d .xn; xm/ < "y :

取 m D kN ,则 8n 2 N; n ⩾ N 有

d .xn; y/ ⩾ d
�
xkN

; y
�

� d
�
xn; xkN

�
> 2"y � "y D "y :

由此可知,在开球 B
�
y; "y

�
中最多只包含 hxni的有限多项.

现在由 y 的任意性, X D [
y2X

B
�
y; "y

�
:因为 .X; d/是紧的,所以存在有限多个 y1; y2; � � � ; ym 2 X

使得 X D

m

[
iD1

B
�
yi ; "yi

�
:由于每一个 B

�
yi ; "yi

�
最多只包含 hxni的有限多项,故 hxni就不是一个无穷

点序列. 此矛盾说明 .X; d/必是完备的.
这个定理的逆显然是不成立. 例如实数空间 .R; j�j/是完备的,但它不是紧的. 然而对定理再附加某

些条件,仍可以保证其紧性成立 (见习题第 2题).
下面定理所述的性质可以作为紧度量空间的一个等价定义.

定理 10.17

~
度量空间 .X; d/是紧的充分必要条件是 X 的每一个点序列 hxni都有收敛的子序列.

证明 (必要性)设 .X; d/是紧的. hxni是 X 的任一点序列. 为了证明 hxni有收敛子序列,我们来证明下
述结论成立.

.9x 2 X/ .8r > 0/
�
9xn.r/ 2 X

�
) xn.r/ 2 B .x; r/ :

用反证法. 假设此结论不成立,那么

.8y 2 X/
�
9ry > 0

�
使得 8n 2 N; xn … B

�
y; ry

�
:

于是X D [
y2X

B
�
y; ry

�
:由 .X; d/的紧性知,存在有限多个y1 , y2; � � � ; ym 2 X使得X D

m

[
iD1

B
�
yi ; ryi

�
:

然而这不可能,因为每一个 B
�
yi ; ryi

�
中不包含任一 xn:此矛盾说明上述结论成立.

取 r D
1

k
.k 2 N/ ,于是存在 xnk

使得 xnk
2 B

�
x;
1

k

�
:我们可以假设 nk < nkC1 ,于是我们得到
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hxni的一个子序列
˝
xnk

˛
,它显然收敛于 x:

为了证明充分性,我们先来证明一个可作为独立结论的命题.

命题 10.3

�

若度量空间 .X; d/的每一个点序列都有收敛的子序列,则对X 的任一开覆盖 fU�g�2� ,存在正数
ˇ (称为 Lebesgue数),它具有下述性质:

.8x 2 X/ .9� 2 �/ ) B .x; ˇ/ � U�:

证明 用反证法证明. 假设对 X 的某一个开覆盖 fU�g�2� ,不存在具有上述性质的正数 ˇ:那么

.8n 2 N/ .9xn 2 X/ .8� 2 �/ ) B

�
xn;

1

n

�
š U�:

由此得到 X 的一点序列 hxni :根据已知条件, hxni有收敛子序列
˝
xnk

˛
,令 x D lim

k!C1
xnk

:于是存

在 �0 2 �使得 x 2 U�0
:由于 U�0

是开集,故存在 r > 0 ,使得 B .x; r/ � U�0
:

另一方面,由于 xnk
! x .k ! C1/ ,故存在 N 2 N ,使得 xnN

2 B
�
x;
r

2

�
,并且

1

nN
<
r

2
,于是

8y 2 B

�
xnN

;
1

nN

�
; d .y; x/ ⩽ d .y; xnN

/C d .xnN
; x/

<
1

nN
C
r

2
< r

此即表明 B

�
xnN

;
1

nN

�
� B .x; r/ � U�0

,这与前面的结论 B

�
xnN

;
1

nN

�
š U� .8� 2 �/相矛盾,故

命题得证.
现在我们可以来证明定理的充分性.
(充分性)假设 X 的任一点序列都有收敛子序列, fU�g�2�是 X 的任一开覆盖.
根据上述命题,存在与 fU�g�2�相对应的 Lebesgue数 ˇ:如果我们能证明:

存在 x1; x2; � � � ; xm 2 X;X D

m

[
iD1

B .xi ; ˇ/ ,

则由数 ˇ 的性质知,对每一个 i D 1; 2; � � � ; m ,存在 U�i
使得 B .xi ; ˇ/ � U�i

,于是 X D

m

[
iD1

U�i
:从而

X 的开覆盖 fU�g�2�有有限的开子覆盖
˚
U�1

; U�2
; � � � ; U�m

	
:

为此任取 x1 2 X:若B .x1; ˇ/ D X ,则结论证毕. 否则存在 x2 2 X�B .x1; ˇ/ ,于是 d .x2; x1/ > ˇ:

若B .x1; ˇ/[B .x2 , ˇ/ D X ,则结论证毕. 否则存在 x3 2 X�.B .x1; ˇ/ [ B .x2 , ˇ// ,于是 d .x3; x1/ >

ˇ; d .x3; x2/ > ˇ:

如果上述过程经有限 m次后结束,即存在 x1; x2; � � � ; xm 2 X 使得 X D

m

[
iD1

B .xi ; ˇ/ ,则结论成立.

因此不妨假设此过程可无限继续下去,从而得到一无穷点序列 hxni使得

d .xn; xm/ > ˇ; 8n;m 2 N且 n ¤ m:

显然此点序列 hxni不可能有任何收敛子序列. 这与充分性的假设相矛盾. 定理证毕.
例题 10.32实数空间 .R; j�j/不是紧的.

因为自然数序列 hni没有收敛的子序列.
我们知道,对实数空间 .R; j�j/ ,有理数集 Q在 R中稠密,这个性质可以推广到一般紧度量空间上去,

即成立下述定理.
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10.5 紧度量空间

定理 10.18

~

任一紧度量空间 .X; d/都有可数稠密集存在,即存在 X 的一点序列 hxni ,使得

8x 2 X; 8" > 0 9xn 2 B .x; "/ :

(我们也称紧度量空间具有可分性).

证明 8n 2 N; X 有开覆盖
�
B

�
x;
1

n

��
x2X

: 由于 .X; d/ 是紧的, 故存在 X 的一有限集 Fn 使得 X D

[
x2Fn

B

�
x;
1

n

�
:

令 F D

1

[
nD1

Fn ,则 F 是可数集.

下面我们来证明 F 是 X 的稠密集. 事实上,设 F D fx1; x2; � � � ; xn; � � �g :8" > 0 ,取 N 2 N使得
1

N
< ". 由于 X D [

y2FN

B

�
y;
1

N

�
,故 8x 2 X ,存在 xi 2 FN 使得 x 2 B

�
xi ;

1

N

�
:由此推得

xi 2 B

�
x;
1

N

�
� B .x; "/ :

下面我们来研究度量空间的紧集.
3. 紧集的性质
直接按紧集的定义去判断度量空间的集合的紧性不方便,下面几个定理刻划了紧集的特征性质,利

用它们去证明集合的紧性是行之有效的.

定理 10.19

~

设 .X; d/是任一度量空间, Y � X 是任一非空集合,则 Y 是紧的充分必要条件是: Y 的任一 X 的

开集族覆盖有有限开子覆盖.

证明 (必要性) 设 Y 是紧集. fU�g�2� 是 Y 的任一 X 的开集族覆盖. 于是 Y � [
�2�

U�. 8� 2 � , 令

V� D U� \ Y ,则 V�是 Y 的开集并且

Y �

�
[
�2�

U�

�
\ Y D [

�2�

.U� \ Y / D [
�2�

V�:

此即表明 fV�g�2�是由Y 的开集组成的Y 的一个开覆盖. 由Y 的紧性假设,存在开子覆盖
˚
V�1

; V�2
; � � � ; V�m

	
:

因此

Y �

m

[
iD1

V�i
�

m

[
iD1

U�i
:

(充分性)设 fV�g�2� 是 Y 的任一 Y 的开集覆盖. 于是 8� 2 � ,存在 X 的开集 U� 使得 V� D U� \ Y .
由于

Y D [
�2�

V� D [
�2�

.U� \ Y / � [
�2�

U�;

故 fU�g�2�是Y 的一个X的开集覆盖,由充分性假设知, fU�g�2�有有限的开子覆盖
˚
U�1

; U�2
; � � � ; U�m

	
于是

Y D Y \ Y �

 
m

[
iD1

U�i

!
\ Y D

m

[
iD1

V�i
:

此即表明 fV�g�2�有有限开子覆盖
˚
V�1

; V�2
; � � � ; V�m

	
:因此 Y 是紧的.
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定理 10.20

~

设 .X; d/是任一度量空间, Y � X 是任一非空集合,则 Y 是紧集的充分必要条件是: Y 的任一点
序列有在 Y 中收敛的子序列.

证明 直接由紧集的定义及定理10.17推出.

推论 10.5

~

设 .X; d/是任一度量空间, A � X 是任一紧集,则
1. A是 X 的闭集.
2. 若 B � A是闭集,则 B 也是紧集.

证明 1)设 hxni是 A的任一点序列使得 xn ! x .n ! C1/ :我们来证明 x 2 A:

事实上,由 A的紧性知, hxni有在 A中收敛的子序列
˝
xkn

˛
:从而

lim
n!C1

xkn
D lim

n!C1
xn D x 2 A:

由定理10.9知 A是闭集.
2)设 B � A是任一闭集, hxni是 B 的任一点序列. 由于 hxni也是紧集 A的点序列,故 hxni有在 A

中收敛的子序列
˝
xkn

˛
:令 lim

n!C1
xkn

D x ,于是 x 2 A:

另一方面,因为 B 是闭集,故 x 2 B:此即表明 hxni有在 B 中收敛的子序列
˝
xkn

˛
:因此 B 是紧的.

例题 10.33实数空间 .R; j�j/的下述各集合都不是紧的:
1. 自然数集 N ,整数集 Z ,
2. 有理数集 Q ,无理数集 Qc :

3. .a; b/; .a; b�; Œa; b/; .a < b/:
注度量空间的闭集不一定是紧集. 例如对实数空间 .R , j�j/;R是闭的,但它不是紧的. 下面定理是关于
度量空间

�
Rk ; di /的紧集的判别准则.

定理 10.21

~

设 A � Rm是任一非空集合,则 A是
�
Rm; di

�
的紧集的充分必要条件是: A为有界闭集.

(我们称度量空间 .X; d/的集合 A是有界的,如果存在一开球 B .a; r/使得 A � B .a; r//:

证明 (必要性)设 A为紧集,由上述推论知, A是闭集,下证 A是有界集.
考虑 Rm 的开覆盖 fB .0; n/ gn2N,由于 A � [

n2N
B .0; n/ ,故由定理 10.19知, A包含在有限个开球

B .0; ni / .i D 1; 2; � � � ; l/的并内,于是存在 N 2 N使得 A � B .0; N /因此 A是有界集.
(充分性)设 A是有界闭集. hxni是 A的任一点序列. 我们来证明 hxni有在 A中收敛的子序列. 为

此令

xn D .xn1; xn2; � � � ; xnm/ .n 2 N/ :

由于 A有界,故 8i D 1; 2; � � � ; m; hxni i是有界实数序列.
对 hxn1i ,由 Bolzano-Weierstrass定理,存在收敛的子序列

D
x

k
.1/
n 1

E
,令

lim
n!C1

x
k

.1/
n 1

D �1 2 R .n ! C1/ :
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10.5 紧度量空间

对 hxn2i的子序列
D
x

k
.1/
n 2

E
:同理有收敛子序列

D
x

k
.2/
n 2

E
,令 x

k
.2/
n 2

D �2 2 R ,于是

x
k

.2/
n 1

! �1; xk
.2/
n 2

! �2 .n ! C1/ :

如此继续 k次后,我们得到自然数序列 hni的一个子序列
D
k.m/

n

E
,使得

x
k

.m/
n 1

! �1; xk
.m/
n 2

! �2; � � � ; xk
.m/
n m

! �m .n ! C1/ :

由于

x
k

.m/
n 1

D

�
x

k
.m/
n 2

; x
k

.m/
n
; � � � ; x

k
.m/
n m

�
.8n 2 N/ ;

故 lim
n!C1

x
k

.m/
n

D .�1; �2; � � � ; �m/ :因为 A是闭的,所以 .�1; �2 , � � � ; �m/ 2 A:此即表明 hxni有在 A中

收敛的子序列
D
x

k
.m/
n

E
,从而 A是紧集.

例题 10.34
�
Rn; di

�
中的任一闭球 B .a; r/及

P D f.x1; x2; � � � ; xn/ 2 Rn
j ai ⩽ xi ⩽ bi ; i D 1; 2; � � � ; ng

都是紧集. 因为它们是
�
Rn; di

�
中的有界闭集.

注意定理10.21不能推广到一般度量空间中去. 例如, 在无穷维赋范向量空间 .X; k � k/ 中, 单位球
V D fx 2 X jk x k⩽ 1g就不是紧集. 可以证明一个赋范空间 .X; k � k/的单位球 V 是紧的当且仅当 X

是有限维的. (例如见W � Rudin,《泛函分析》, (中译本). 湖北教育出版社, (1989))
下面关于紧集的一个性质类似于实数空间中的闭区间套定理.

定理 10.22

~

设 .X; d/是任一度量空间, Fn � X .n 2 N/是任一紧集序列,使得 FnC1 � Fn .8n 2 N/ ,则
1

\
nD1

Fn ¤ ∅

如果 Fn的直径 d .Fn/ D sup
x;y2Fn

d .x; y/ ! 0 .n ! C1/ ,则
1

\
nD1

Fn是一单点集.

证明 8n 2 N ,任取 xn 2 Fn:由此得到 F1 的一点序列 hxni :由 F1 的紧性知 hxni有在 F1 中收敛的子

序列
˝
xkn

˛
:令 lim

n!C1
xkn

D x 2 F1:我们来证明

x 2

1

\
nD1

Fn

8n 2 N .n ⩾ 2/ ;
˝
xknCm

˛
是 Fn的点序列,由 Fn的紧性知,

˝
xknCm

˛
有在 Fn中收敛的子序列,不失一

般性,可以假设 lim
m!C1

xknCm
D x0

2 Fn:显然 x0
D x:因此 x 2 Fn ,从而

x 2

1

\
nD1

Fn

若 d .Fn/ ! 0 .n ! C1/ ,并且 x�
2

1

\
nD1

Fn ,则

d
�
x; x�

�
⩽ d .Fn/ 8 .n 2 N/ ;

从而 d
�
x; x�

�
D 0 ,即 x�

D x ,故
1

\
nD1

Fn D fxg:

4. 紧集上连续映射的性质
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定理 10.23

~

设 .X; d/与 .Y;D/是两个度量空间, A � X 是任一非空集合, f W A ! Y 是任一连续映射,若 A

是紧集,则 f .A/是 Y 的紧集.

证明 设 hyni是 f .A/的任一点序列,令 xn 2 A使得 f .xn/ D yn .n 2 N/ :

由 A的紧性知, hxni有在 A中收敛的子序列
˝
xkn

˛
:令 lim

n!C1
xkn

D x ,则 x 2 A:于是由 f 的连续

性推得

lim
n!C1

ykn
D lim

n!C1
f
�
xkn

�
D f .x/ 2 f .A/ :

此即表明 hyni有在 f .A/中收敛的子序列
˝
ykn

˛
:因此 f .A/是 Y 的紧集.

例题 10.35证明: 8a; b 2 R; a < b; .a; b/与 Œa; b�不同胚. § 3例 10.30中的 Œ0; 1/不同胚.
事实上, 若 .a; b/与 Œa; b�同胚, 则存在同胚映射 f W Œa; b� ! .a; b/. 由于 Œa; b�是 R中的紧集, 故

f .Œa; b�/ D .a; b/也是 R中的紧集, 这不可能, 因为 .a; b/不是闭集.
同理,若 Œ0; 1/与 S1同胚,则推出 Œ0; 1/是 R中的紧集的矛盾.
定理10.23表明集合的紧性是连续映射下的一个不变性质. 在下一节我们将研究度量空间的其他的

不变性质.

定理 10.24

~

设 .X; d/是任一度量空间, A � X 是任一紧集, f W A ! R是任一连续函数. 则
1. f 在 A上是有界的.
2. 存在 x�; x� 2 A使得 f 在这两点处分别达到它的最大值与最小值,即

f
�
x�
�

D sup
x2A

f .x/ ; f .x�/ D inf
x2A

f .x/ :

证明 首先由于 A是紧集, f 连续,故 f .A/是 R的紧集,从而是 R的有界闭集,因此 f .A/的上、下确

界存在,令
y� D sup

x2A

f .x/ ; y� D inf
x2A

f .x/ ;

则 y�; y� 2 f .A/ :于是存在 x�; x� 2 A使得

y�
D f

�
x�
�
; y� D f .x�/ :

此定理是我们在第 4章中研究过的一元实值函数Weierstrass定理 (定理4.9)的推广.

定理 10.25

~

设 .X; d/与 .Y;D/是两个度量空间, A � X 是任一紧集, f W A ! Y 是任一映射,若 f 在 A上连

续,则 f 在 A上一致连续.

证明 因为 f 在 A上连续,所以

.8x 2 A/ .8" > 0/ .9ıx > 0/ .8y 2 B .x; ıx/ \ A/ ) D .f .y/ ; f .x// < "=2:

由此得到 A的一个开覆盖 fB .x; ıx/ \ Agx2A:令 ˇ为与之对应的 Lebesgue数. 则�
8y; y0

2 A; d
�
y; y0

�
< ˇ

�
.9x0 2 A/ ) y; y0

2 B .x0; ıx0
/ \ A
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�习题 10.5

于是

D
�
f .y/ ; f

�
y0
��

⩽ D .f .y/ ; f .x0//CD
�
f .x0/ ; f

�
y0
��
< "=2C "=2 D ":

因此 f 在 A上一致连续.
这个定理是定义在有界闭区间上一元实值连续函数一致连续性定理4.10的推广.

K�习题 10.5 k

1. 设 .X; d/是任一紧度量空间, A � X 是非空子集. 证明 A是紧集的充分必要条件是 A为闭集.
2. 设 .X; d/ 是任一度量空间, 我们称它是全有界的, 如果 8" > 0 , 存在有限集 F 使得 X D

[
x2F

B.x; "/:.F 称为 .X; d/的有限 "–网). 证明: .X; d/是完备及全有界的, 则 .X; d/是紧的.

3. 设 .X; d/是任一度量空间, A � X 是一紧集, B � X 是一闭集使得 A \ B D ∅ . 证明：A与 B

之间的距离

d.A;B/ D inf
.x;y/2A�B

d.x; y/ > 0:

4. 设 .X; d/是任一度量空间, A;B � X 是任意两个紧子集. 证明：存在 .a; b/ 2 A � B , 使得

d.a; b/ D d.A;B/:

如果 X D Rn, 则当 A � Rn为紧集, B � Rn为闭集时上述结论仍然成立.
5. 设 .X; d/是任一紧度量空间, f W X ! X 满足：

8x; y 2 X;且 x ¤ y ) d.f .x/; f .y// < d.x; y/:

证明：f 有唯一的不动点.
6. 设 .X; d/是任一紧度量空间, f W X ! X 满足：

8x; y 2 X; d.f .x/; f .y// ⩾ d.x; y/:

1) 设 .a; b/ 2 X �X; hani ; hbni是如下定义的 X 的两个点序列：

a0 D a; anC1 D f .an/; b0 D b; bnC1 D f .bn/;8n 2 N:

8" > 0; 9n 2 N使得 d .a; an/ ⩽ "; d .b; bn/ ⩽ ".
2) 由此推出 d.a; b/ D d.f .a/; f .b//及 f .X/ D X .
3) 证明：f 是从X到X上的等距映射 (即 f 是满射, 并且 d.f .x/; f .y// D d.x; y/;8x; y 2 X/.

7. 设 .X; d/与 .Y;D/是两个度量空间, f W X ! Y 是一个映射, 满足下述条件：
1) .Y;D/是紧的；
2) 8y 2 Y , f �1.y/ � X 是紧集；

3) 若 A � X 是闭集, 则 f .A/ � Y 也是闭集,即 f 是闭映射.
证明：.X; d/是紧度量空间.

8. 设 .X; d/,.Y;D/是两个度量空间, 且 .X; d/是紧空间, f W X ! Y 是一一映射. 证明：若 f 连

续, 则其逆映射 f �1
W Y ! X 也连续.

9. 设 .X; d/是任一紧度量空间, F 是 X 的所有非空有界闭子集的集合, �是 F 上的 Hausdorff度
量（参见 10.3习题集第 5题）. 证明 .F ; �/是紧的.

10. 设 .X; d/是一紧度量空间, f W X ! X 是连续满射. 引入以下定义：
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10.6 连通度量空间

1) 设 x; y 2 X; " > 0 , 我们称有限序列 hx0; x1; � � � ; xni是从 x到 y 的 " –有限链, 如果

x0 D x; xn D y; d .f .xi�1/ ; xi / < ".8i D 1; 2; � � �n/:

2) x "
� y , 如果存在从 x到 y 的一个 "—有限链及从 y 到 x的一个 " –有限链.

3) x � y , 如果 8" > 0; x
"
� y .

4) x称为链回复点, 如果 x � x: R.f / D fx 2 X j x � xg称为 f 的链回复集.
5) 我们称 f 是链传递的, 如果 8x; y 2 X; x � y: X 的一个闭子集 Y 称为链传递的, 如果
f .Y / D Y 并且 f jY 是链传递的.

证明下述各结论：

1) 证明：关系 “～”满足对称性, 传递性. “～”是 X 上的等价关系吗？

2) 证明：R.f /是闭集.
3) 证明：f .R.f // � R.f / .
4) 我们承认 f .R.f // D R.f / . 证明：“�”是 R.f /上的一个等价关系.
5) 设 F 是 R.f /= � 的任一等价类——称为 f 的链分支. 证明：f .F / � F , 由此并利用
f .R.f // D R.f /的结论推出 f .F / D F .

6) 证明：若 F 是 f 的链分支, 则 F 是链传递的. （提示：设 .F ; �/是习题第 9题中的紧度
量空间, 8x; y 2 F , 令 Cn D

˝
xn

0 ; x1
n; � � � ; xn

mn

˛
是从 x 经过 y 到 x 的

1

n
–链. 由 .F ; �/的

紧性, hCni存在收敛子序列
˝
Cnk

˛
, 令

lim
k!C1

Cnk
D C 2 F :

证明：8z; w 2 C; 8" > 0 , 存在从 z 到 w 并属于 C 的 " –有限链, 然后证明 f .C / D C ,
最后由 C � F 及 x; y 2 F 的任意性推出 F 的链传递性）

10.6 连通度量空间

从几何直观上我们知道,一条平面或空间直线 l 挖去一点后就成为两条不连接的半直线. 又平面上
一条圆周曲线 � 的内部与外部形成分离的两部分. 这种几何直观的“不连接”与“分离”的数学抽象
就是下面我们要介绍的度量空间的“非连通性”概念.

1. 连通空间与连通子集

定义 10.18

|

设 .X; d/是任一度量空间.
1. 若 A;B � X 是两个非空开集,并且满足

A [ B D X;A \ B D ∅;

则我们称 .A;B/是 X 的一个分裂.
2. 若 X 存在一个分裂 .A;B/,则我们称度量空间 .X; d/是不连通的,否则,我们称 .X; d/是连

通的度量空间.
3. 设 Y � X:若子空间 .Y; dY /是连通的或不连通的,则我们称 Y 是 X 的连通或不连通子集.

例题 10.36实数空间 .R; j�j/是连通的.
事实上,若 .R; j�j/是不连通的,则存在 R的一个分裂 .A , B/:
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10.6 连通度量空间

任取一点 x 2 B ,于是 A\ .�1; x�与 A\ Œx;C1/中至少有一个非空,不妨设D D A\ Œx;C1/ ¤

∅:
因为 Œx;C1/是闭集, A D R � B 也是闭集,故D是闭集. 从而 m D infD 2 D:

另一方面, x 2 A ,所以 D D A \ .x;C1/ ,而 A与 .x;C1/都是开集. 故 D 又是开集. 从而存在
ı > 0 ,使得 .m � ı;mC ı/ �D:于是 infD ⩽ m � ı:这不可能. 因此 .R; j�j/是连通的.

2. 连通空间与连通集的等价定义

定理 10.26

~

设 .X; d/是任一度量空间. 则下述结论等价:
1. .X; d/是连通的.
2. 不存在 X 的两个非空闭集 C ,D使得

C [D D X;C \D D ∅:

3. 不存在 X 的既开又闭的非空真子集.

证明 1/ ) 2). 假设存在 X 的两个非空闭集 C 与D使得 C [D D X;C \D D ∅:
因为 C D X �D;D D X � C 又是 X 的两个非空开集,故 .C , D/是 X 的一个分裂. 从而 .X; d/

是不连通的,这与假设相矛盾.
2/ ) 3/. 假设存在 X 的一个既开又闭的非空真子集 A ,则 B D X �A是 X 的非空闭集. 并且满足

A [ B D X;A \ B D ∅:

这与 2 )的假设相矛盾.
3/ ) 1/:假设 .X; d/不连通,那么存在 X 的一个分裂 .A;B/. 于是 A是 X 的既开又闭的非空真子

集. 这与 3)的假设相矛盾. 因此 .X; d/是连通的.

定理 10.27

~

设 .X; d/是任一度量空间, Y � X:则下述结论等价:
1. Y 是连通子集.
2. 不存在 Y 的两个非空子集 A与 B 使得

A [ B D Y;A \ B D ∅; A \ B D ∅:

(这里 A与 B 表示 A与 B 在 X 中的闭包).

证明 1/ ) 2 ). 若存在 Y 的非空子集 A与 B 使得 A [ B D Y;A \ B D ∅; A \ B D ∅ ,则

A D A \ Y;B D B \ Y:

事实上,由已知条件我们有

A \ Y D A \ .A [ B/ D
�
A \ A

�
[
�
A \ B

�
D
�
A \ A

�
[ ∅ D A \ A D A;

B \ Y D B \ .A [ B/ D
�
B \ A

�
[
�
B \ B

�
D ∅ [

�
B \ B

�
D B \ B D B:

由于 A与 B 是 X 中的闭集,故由定理10.6知 A与 B 是 Y 中的闭集,并且 A \ B D ∅ ,由定理10.26,Y
不连通,这与 .Y; dY /连通相矛盾,

2/ ) 1/. 若 .Y; dY /不连通,则由定理10.26知存在 Y 中的非空闭集A;B使得A[B D Y;A\B D ∅:
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现在我们用 AY 表示 A在 Y 中的闭包,则我们有

AY D \
A�G\Y

G在 X 中闭

.G \ Y / D

0BB@ \
A�G

G

G在 X 中闭

1CCA \ Y D A \ Y:

因 A是 Y 中的闭集,所以 A D AY ,又 B � Y ,故

A \ B D A \ Y \ B D AY \ B D A \ B D ∅:

同理可证 A \ B D ∅ ,这与 2 )的假设矛盾,故 .Y; dY /连通.
例题 10.37 8a 2 R;R � fag是 R的不连通子集.

为此我们令

A D .�1; a/; B D.a;C1/;

则 A ¤ ∅; B ¤ ∅; A [ B D R � fag; A \ B D A \ B D ∅ ,由定理10.27知, R � fag不连通.
例题 10.38有理数集 Q与无理数集 Qc 都是不连通集.
事实上,对 Q : 取 a 2 Qc ,则

A D Q \ .�1; a/¤ ∅; B D Q\.a;C1/ ¤ ∅;

A [ B D Q; A \ B D ∅; A \ B D ∅;

因此 Q是不连通集.
对 Qc : 取 a 2 Q ,则

C D Qc
\.�1; a/¤ ∅; D D Qc

\.a;C1/ ¤ ∅;

C [D D Qc ; C \D D ∅; C \D D ∅;

故 Qc 也是不连通集.
3. 连通集的性质

定理 10.28

~
设 .X; d/是任一度量空间, A;B � X 并且 A � B � A:若 A连通,则 B 与 A都是连通集.

证明 由于可以取 B D A ,故我们只需证明 B 连通即可. 用反证法,假设 B 不是连通集,则存在 B 的非

空子集 C;D使得 C [D D B;C \D D ∅; C \D D ∅:令 C1 D C \ A;D1 D D \ A ,则

A D C1 [D1; C1 \D1 D ∅:

下面证明 C1 ¤ ∅;D1 ¤ ∅:
若 C1 D ∅ ,则 A D D1 ,于是 A � D:由 A � D � A知 A D D:

另一方面,由于 A D C [D D C [D ,故

C D ∅或 C � D:

这与 C ¤ ∅;D \ C D ∅矛盾,因此 C1 ¤ ∅:
同理可证D1 ¤ ∅:
最后证明 C 1 \D1 D ∅; C1 \D1 D ∅:
若存在 x 2 C 1 \D1 ,则 x 2 C 1; x 2 D1 ,于是

x 2 C \ A � C \ A; x 2 D \ A ) x 2 C \D:
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这与 C \D D ∅矛盾,故 C 1 \D1 D ∅:
同理可证 C1 \D1 D ∅:
上述分析表明, A是不连通子集,这与 A为连通集假设矛盾,故 B 连通,从而 A连通.

定理 10.29

~

设 .X; d/与 .Y; �/是两个度量空间, A � X 是任一非空集合, f W A ! Y 是任一连续映射. 若 A

连通,则 f .A/是 Y 的连通集.

证明 用反证法. 假设 f .A/不连通,则存在 f .A/的两个非空开集 C 与D使得

C [D D f .A/ ; C \D D ∅:

由于 f 连续,故 f �1 .C /与 f �1 .D/是 A的两个非空开集,并且

f �1 .C / [ f �1 .D/ D A; f �1 .C / \ f �1 .D/ D ∅:

此即表明
�
f �1 .C / ; f �1 .D/

�
是集 A 的一个分裂. 从而 A 不连通, 这与假设 A 为连通集矛盾. 因此

f .A/连通.
这个定理表明集合的连通性是连续映射下的一个不变性质.
利用连通性是连续映射下的不变性,可以证明许多集合的连通性.

例题 10.39 R的任一区间是连通集.
因为 R的区间只有下列三种类型:

1. .a; b/, .a; b�, Œa; b/, Œa; b� (a; b 2 R)；
2. .�1; b/, .�1; b�, .a;C1/, Œa;C1/ (a; b 2 R)；
3. .�1;C1/ D R已证是连通的.
由于 .a; b/ � .a; b�, Œa; b/ � Œa; b�, .�1; b/ � .�1; b�, .a;C1/ � Œa;C1/, 因此只需证明

.a; b/; .�1; b/; .a;C1/

是连通集.
考虑映射 f W R ! .a; b/如下：

8x 2 R; f .x/ D
aC b

2
C
b � a

�
arctan.x/:

由于 f 连续,故由定理10.29推知 f .R/ D .a; b/是连通的.
映射 g: R ! .�1; b/ 可取为 8x 2 R; g.x/ D b � e�x . 而映射 h: R ! .a;C1/ 可取为 8x 2

R; h.x/ D aC ex .
例题 10.40利用连通性的不变性证明一元实值连续函数的介值定理:
设 I � R是任一非空区间, f W I ! R是任意一个连续函数,则 f .I / � R是一区间.
为此我们只需证明 8y1; y2 2 f .I / ; .y1; y2/ � f .I / :

假设 9� 2 .y1; y2/; � … f .I / :

令 x1; x2 2 I 使得 f .x1/ D y1; f .x2/ D y2 ,不妨设 x1 < x2:于是 8x 2 .x1; x2/; f .x/ ¤ �. 令

A D f
�
Œx1; x2�

�
\ .�1; �/; B D f

�
Œx1; x2�

�
\ .�;C1/

则 A与 B 是 f .Œx1; x2�/的两个非空开集
�
因 f .x1/ 2 A; f .x2/ 2 B

�
,并且

A [ B D f .Œx1; x2�/ ; A \ B D ∅:
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这表明 .A;B/是 f .Œx1; x2�/的一个分裂,于是集 f .Œx1; x2�/不连通. 这不可能,因为 Œx1; x2�连通, f 连
续,故 f .Œx1; x2�/必连通. 因此 8� 2 .y1; y2/ ,存在 � 2 I 使得 f .�/ D �:

定理 10.30

~

设 .X; d/是任一度量空间, .A;B/是 X 的任一分裂. 若 Y � X 是连通集,则

Y � A 或 Y � B:

证明 若 C D A \ Y ¤ ∅;D D B \ Y ¤ ∅ ,则 C、D是 Y 的两个非空开集,并且

C [D D Y;C \D D ∅:

因此 .C;D/是 Y 的一个分裂,这与 Y 是连通集矛盾.

定理 10.31

~

设 fY�g�2�是度量空间 .X; d/的一连通集族,并且\
�2�

Y� ¤ ∅ ,则[
�2�

Y�是连通集.

证明 假设[
�2�

Y�不连通. 于是存在[
�2�

Y�的一个分裂 .A;B/,取 a 2 \
�2�

Y�:则 a 2 A或 a 2 B ,不妨

令 a 2 A:

8� 2 �; Y� 是连通集, 并且 a 2 A \ Y�: 故由上一定理知, Y� � A: 从而 [
�2�

Y� � A , 由此推知

B D ∅:这与 .A;B/为分裂相矛盾,因此[
�2�

Y�是连通集.

例题 10.41 8n 2 N;
�
Rn; di

�
是连通的.

当 n D 1时,我们已证 .R; j�j/是连通的.
假设 n ⩾ 2;8x 2 Rn:令

Yx D fy 2 Rn
j y D tx; t 2 Rg ;

则

\
x2Rn

Yx D f0g; [
x2Rn

Yx D Rn:

若能证明 8x 2 Rn; Yx 是 Rn的连通集,则由上述定理10.31知, [
x2Rn

Yx D Rn是连通的.

为此考虑映射 f W R ! Rn如下:

8t 2 R;f .t/ D tx
�
x 2 Rn

�
:

显然 f 连续,并且 f .R/ D Yx:由于 R连通,故由定理 10.29知, Yx 是 Rn的连通集.
4. 道路连通空间

定义 10.19

|

设 .X; d/是任一度量空间.
1. 设 x; y 2 X ,若存在连续映射 ' W Œa; b� ! X 使得 ' .a/ D x; ' .b/ D y ,则我们称 ' 是联结

x与 y 的一条道路.
2. 若 8x; y 2 X ,都有联结 x与 y 的一条道路,则我们称 .X; d/是道路连通的.
3. 设 Y � X 是任一非空集合,若子空间 .Y; dY /是道路连通的,则我们称 Y 是道路连通集.

例题 10.42度量空间 .X; d/的任一凸集 Y 是道路连通的. .Y � X 称为凸集,若 8x; y 2 Y ,联结 x 与 y
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的线段 fz 2 X j z D tx C .1 �t /y; t 2 .0; 1/g � Y /:

事实上,映射 ' W .0; 1/ ! Y

' .t/ D tx C .1 � t / y; 8t 2 .0; 1/

连续,并且 ' .0/ D y; ' .1/ D x ,故 ' 是 Y 的连结 x与 y 的一条道路,从而 Y 是道路连通的.
特别地,.X; d/的任一开球 B .a; r/与闭球 B .a; r/都是道路连通的,因为它们都是凸集,

例题 10.43若 n > 1 ,则 8a 2 Rn;Rn
� fag是道路连通的,若 n D 1,则 R � fag不是道路连通的.

因为 n > 1;8x; y 2 Rn
� fag ,存在一点 b 2 Rn

� fag ,使得联结 x 与 b 的线段与连结 b 与 y 的线

段都不经过点 a ,由此可得 Rn
� fag中联结 x与 y 的一条道路. 故 Rn

� fag是道路连通的.
若 n D 1 ,则由连通不变性知, 8x 2 .�1; a/;8y 2.a;C1/ ,不可能存在 R � fag中联结 x 与 y 的

任何道路,故 R � fag不是道路连通的.
注按照我们的定义,度量空间 .X; d/中联结 x 与 y 的一条道路是一个连续映射 ' W Œa; b� ! X ,而不是
指象集 ' .Œa; b�/ ,因此若  W Œ˛; ˇ� ! X 是另一连续映射,即使

 .˛/ D x; .ˇ/ D y; .Œ˛; ˇ�/ D ' .Œa; b�/ ;

则 ' 与  应该看作联结 x 与 y 的两条不同的道路.
5. 道路连通的性质

定理 10.32

~

设 .X; d/ ; .Y;D/是两个度量空间, A � X 是任一非空集合, f W A ! Y 是任一连续映射,若 A是

道路连通的,则 f .A/也是道路连通的.

证明 任取两点 y; y0
2 f .A/ :令 x; x0

2 A使得 f .x/ D y , f
�
x0
�

D y0:由于 A是道路连通的,故存在
联结 x与 x0的道路 ' W Œa; b� ! A:

令  D f ı ' ,则  W Œa; b� ! f .A/就是联结 y 与 y0的一条道路,因此 f .A/是道路连通的.
这个定理表明道路连通性是在连续映射下的一个不变性质.

例题 10.44设 P 是 R3中单位球面 S2上任一点,则 S2
� fP g是道路连通的.

不失一般性,我们可以假设 P 就是 S2的北极点 N ,考虑 S2关于北极点的球极投影映射

˚ W S2
� fN g ! R2:

由于 ˚ 是同胚,故 ' W R2
! S2

� fN g连续,而 R2 是道路连通的,因此 '
�
R2
�

D S2
� fN g是道路

连通的.
类似可证,若 P 2 Sn�1 ,则 Sn�1

� fP g也是道路连通的.

定理 10.33

~
若度量空间 .X; d/是道路连通的,则它也是连通的.

证明 假设 .X; d/是不连通的,那么存在 X 的一个分裂 .A;B/.
任取 x 2 A; y 2 B:由于 .X; d/是道路连通的,故存在联结 x与 y 的道路 ' W Œa; b� ! X:

另一方面,因为 Œa; b�连通,故由'的连续性知, ' .Œa; b�/也是连通的,从而' .Œa; b�/ � A或' .Œa; b�/ �

B:这显然不可能,因为 ' .a/ D x 2 A; ' .b/ D y 2 B;A \ B D ∅:此矛盾说 .X; d/连通.
这个定理的逆不成立.
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例题 10.45 考虑下述集合
A D

�
.x; y/ 2 R2

ˇ̌̌̌
y D sin

1

x
; x 2 .0; 1�

�
:

图 10.12

定义映射 f W .0; 1� ! R2如下:

8x 2 .0; 1�; f .x/ D

�
x; sin

1

x

�
;

则映射 f 连续. 由于 .0; 1�连通,故 f ..0; 1�/ D A是 R2的连通集,从而 A也是连通的.
下面我们证明 A是道路连通的,而 A不是道路连通的.
为此设 P .x; y/ ;Q

�
x0; y0

�
2 A ,不妨设 x < x0:则

f .x/ D P; f
�
x0
�

D Q:

f 在
�
x; x0

�
上的限制 f jŒx;x0�是连续映射,因此它是 A的联结 P 与Q的一条道路,故 A是道路连通集,

现在设 P .x; y/ 2 A;Q
�
0; y0

�
为 A在 y 轴上的任意一点 (如图10.12所示). 我们来证明不可能存在

A中联结 P 与Q的任何道路.
假设存在这样的一条道路 ' W Œa; b� ! A , 使得 ' .a/ D Q.0; y0/; ' .b/ D P .x; y/ : 记 ' .t/ D

.'1 .t/ ; '2 .t// ,则 '1 .a/ D 0 , '1 .b/ D x > 0:令

t0 D inf ft 2 Œa; b� j '1 .t/ > 0g :

由 '1 的连续性及 t0 的定义知, t0 < b 且 '1 .t0/ D 0: 于是存在 tn > t0 , 且 tn ! t0 , 使 '1 .tn/ >

0; lim
n!C1

'1 .tn/ D 0:由此推得 '2 .t0/ D lim
n!C1

sin
1

'1 .tn/
,这不可能,因该极限不存在. 故 A非道路连

通.
注虽然定理10.33的逆不成立,但对 Rn 中的开集来说,连通与道路连通是等价的. 因为道路连通开集必
是连通的,故我们只需证明 Rn的连通开集是道路连通的. 实际上我们可以证明所谓的 “折线连通性”,为
此我们首先介绍 Rn中的折线与 “折线连通”的概念.

定义 10.20

|

设 U � Rn是任一非空集合.
1. 一条道路 ' W Œa; b� ! U 称为折线,如果像集 ' .Œa; b�/是有限条线段的并.
2. U 称为是折线连通的,如果 U 中任意两点 x与 y 都可以用 U 中的一条折线联结.

定理 10.34

~
Rn的任一连通开集是折线连通的.
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证明 设 U 是 Rn的任一连通开集, x0 2 U:定义集合 A与 B 如下:

A D
˚
x 2 U j 可用 U 中的一折线联结 x0与 x

	
; B D U � A;

于是

A \ B D ∅; A [ B D U:

下面我们来证明 A与 B 是 Rn中的两个开集.
因为 x0 2 A ,故 A ¤ ∅ ,任取 x 2 A:由于 x 2 U ,故存在 ı > 0使得 B .x; ı/ � U: 8y 2 B .x; ı/ ; x

与 y 可用一折线 l1联结,而 x0与 x可用折线 l2联结,故 x0与 y 可用折线 l2 [ l1联结,从而 y 2 A ,即
B .x; ı/ � A ,因此 A是 Rn的非空开集.
如果 B D ∅ ,则 U D A为折线连通集.
假设 B ¤ ∅ , 下面我们来证明 B 也是 Rn 的开集. 设 b 2 B , 由于 b 2 U , 故存在 � > 0 使得

B .b; �/ � U:如果存在 y 2 B .b; �/ ,使得 x0 与 y 可用折线 L1 联结,则由于 y 与 b 可用折线 L2 联结

知, x0与 b可用折线 L1 [ L2联结,从而 b 2 A ,这与 b 2 B 矛盾. 故 B .b; �/ � B ,即 B 为 Rn的开集.
这时 .A;B/形成 U 的一个分裂,这与 U 的连通性假设矛盾,故必有 B D ∅ ,定理证毕.
例题 10.46例 10.45中的集合 A虽然是道路连通的,但不是折线连通的.

K�习题 10.6 k

1. 证明：.�1; b/与 .a;C1/是 R的连通集.
2. 证明：R2的下述集合

A D f.x; y/ 2 R2
j y D 0g [

�
.x; y/ 2 R2

j x > 0; y D
1

x

�
是非连通的.

3. 设 I � R是任一连通集, 它至少包含两个点. 证明：I 是 R的一个区间.
4. 设 .X; d/是任一度量空间. 证明：.X; d/是非连通的,当且仅当存在一个连续映射 f W X ! R和

两个点 a; b 2 R, 使得 f .X/ D fa; bg（a ¤ b）.
5. 证明：若度量空间 .X; d/连通且至少包含两个点, 则存在连续映射 f W X ! Œ0; 1�, 使得 f .X/ D

Œ0; 1�.

6. 设 hAni是度量空间 .X; d/中的一列连通子集, 满足 8n 2 N, 有 An \AnC1 ¤ ∅. 证明
1

[
nD1

An也

是连通集.
7. 设 fA�g�2� 是度量空间 .X; d/的一个连通子集族, A是 .X; d/的一个连通子集, 满足 8� 2 �,

有 A \ A� ¤ ∅. 证明：A [

�
[
�2�

A�

�
也是连通集.

8. 设D D

�
1

n

ˇ̌̌̌
n 2 N

�
, 定义 R2中的两个集合 A、B 如下：

A D .Œ0; 1� � f0g/ [ .D � Œ0; 1�/ [ .f0g � Œ0; 1�/;

B D .Œ0; 1� � f0g/ [ .D � Œ0; 1�/ [ f.0; 1/g:

A称为梳空间, B 称为缺边梳空间.
1) 画出 A与 B 的图形.
2) 证明：A是道路连通的及折线连通的.
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3) 证明：B 是连通的, 但不是道路连通的.
9. 证明下述各结论：

1) 8n > 1;Rn与 R不同胚, Sn�1与 S1不同胚.
2) 8n > 1;Rn的全体有理点（即它的 n个坐标全为有理数）的集合是不连通的；Rn的非有理

点（即它的 n个坐标中至少有一个是无理数）的集合是折线连通的.
3) 设D是 Rn的任一可数集 .n > 1/ , 则 Rn

�D是道路连通的.
10. 证明：函数 f W R ! R是单调函数的充要条件是：8y 2 R; f �1.y/是 R的连通子集.
11. 设 a > 0, f W Rn

! Rn是一个连续映射, 它满足下述条件：

8x; y 2 Rn; d.f .x/; f .y// ⩾ a d.x; y/:

证明：f .Rn/ D Rn.
12. 设 .X; d/; .Y;D/是两个度量空间, f W X ! Y 是任一连续满射使得 8y 2 Y; f �1.y/是连通集.
证明：若 B � Y 是连通集, 则 f �1.B/也是连通集.

13. 设 .X; d/是任一度量空间, x; y 2 X; " > 0 . 我们称 X 的一个有限点序列 hx1; x2; � � � ; xni是从 x

到 y 的一个 "–有限链, 如果下述性质成立：

x D x1; y D xn; d .xi ; xiC1/ < " 8i D 1; 2; � � � ; n � 1:

证明：

1) 若 .X; d/连通, 则 8x; y 2 X;8" > 0 , 存在从 x到 y 的 "–有限链.
2) 若 .X; d/是紧的, 并且 8x; y 2 X;8" > 0 , 存在从 x到 y 的 "–有限链, 则 .X; d/是连通的.
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