
2026 年全国硕士研究生入学考试

数学 (一) 试题
(科目代码：301)

考生注意事项

1. 答题前, 考生须在试题册指定位置上填写考生姓名和考生编号; 在答题卡指定位置上填

写报考单位、考生姓名和考生编号,并涂写考生编号信息点.

2. 选择题的答案必须涂写在答题卡相应题号的选项上,非选择题的答案必须写在答题卡指

定位置的边框区域内. 超出答题区域书写的答案无效;在草稿纸、试题册上答题无效.

3. 填（书）写必须使用黑色字迹签字笔书写,字迹工整、笔迹清楚;涂写部分必须使用 2B
铅笔涂填.

4. 考试结束,将答题卡和试题册按规定交回.

一、选择题：1� 10 小题, 每小题 5 分, 共 50 分.

1. 设函数 z D z.x; y/由方程 x � az D eyCaz.a为非零常数 /确定,则 ( )
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解： 令 F.x; y; z/ D x � az � eyCaz ,那么
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,选 A.

2. 幂级数
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�
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x2n的收敛域为 ( )

A. Œ�2; 2� B. Œ�1; 1� C. .�2; 2/ D. .�1; 1/

解： 原级数
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前一个级数的收敛半径是
4
p

2, 后一个幂级数的收敛半径是 1, 再验证两端点 ˙1处

的原级数的收敛性,注意到级数
1X

nD1

�
3 C .�1/n

4

�n

的一般项不趋于 0从而级数发散,

从而得答案 D.

3. 设函数 f .x/在区间 Œ�1; 1�上有定义,则 ( )

A.当 f .x/在 .�1; 0/上单调递减,在 .0; 1/上单调递增时, f .0/为极小值

B.当 f .0/是极小值时, f .x/在 .�1; 0/上单调递减,在 .0; 1/上单调递增

C.当 f .x/的图形在 Œ�1; 1�上是凹的时,
f .x/ � f .1/

x � 1
在 Œ�1; 1/上单调递增

D.当
f .x/ � f .1/

x � 1
在 Œ�1; 1/上单调递增时, f .x/的图形在 Œ�1; 1�上是凹的

解： 首先 A选项可取反例 f .x/ D

(
x2; x ¤ 0

1; x D 0
, B选项显然是错的. 正确答案是

C选项,由凹函数的定义：如果 f .x/在区间 I 上连续,且对任意 x1; x2 2 I; x1 ¤ x2

和 � 2 .0; 1/ ,有

f .�x1 C .1 � �/x2/ < �f .x1/ C .1 � �/f .x2/ :

从这个定义条件出发,我们证明下面一个基本结论：对任意 x1 < x2 < x3 ,有

f .x3/ � f .x1/

x3 � x1

<
f .x3/ � f .x2/

x3 � x2

:

这等同于

f .x2/ < f .x3/ �
x3 � x2

x3 � x1

.f .x3/ � f .x1// D
x2 � x1

x3 � x1

f .x3/ C
x3 � x2

x3 � x1

f .x1/ ;

这只需要取 � D
x3 � x2

x3 � x1

; 1 � � D
x2 � x1

x3 � x1

,然后令 x2 D �x1 C .1 � �/x3即可.
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当 f .x/在 Œ�1; 1�上是凹的时,对任意 x1; x2 2 Œ�1; 1/; x1 < x2 ,在上述不等式中取

x3 D 1 ,那么有

f .1/ � f .x1/

1 � x1

<
f .1/ � f .x2/

1 � x2

,
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x1 � 1
<
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x2 � 1
:

这就说明
f .x/ � f .1/

x � 1
在 Œ�1; 1/上单调递增.

D选项可取反例 f .x/ D

(
x2; �1 ⩽ x < 0

x2
� 1; 0 ⩽ x ⩽ 1

. 于是
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;

那么容易知道 g.x/在 Œ�1; 0/和 Œ0; 1/分别单调递增,且 lim
x!0�

g.x/ D 0 < g.0/ D 1 ,

这就说明 g.x/在 Œ�1; 1/上都是单调递增的,但 f .x/不连续,在 Œ�1; 1�上不是凹函

数.
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p
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解： 容易得到化为柱坐标的结果是Z 2�
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选 C.

5. 单位矩阵经若干次互换两行得到的矩阵为置换矩阵. 设 A为 n阶置换矩阵, A� 为 A的

伴随矩阵,则 ( )

A. A为置换矩阵 B. A�1为置换矩阵 C. A�1
D A D. A�1

D �A

解：设单位矩阵交换第 i 行与第 j 得到的矩阵记为 E ij ,那么 A是置换矩阵当且仅

当 A是一系列形如 E ij 的矩阵的乘积,于是 A�1仍然是一系列形如 E ij 的矩阵的乘

积, A�1是置换矩阵. 而 A�
D jAjA�1 ,只有当 jAj D 1时才是置换矩阵,当 jAj D �1

时不是置换矩陈,选 B .

6. 设 A; B 为 n 阶矩阵, ˇ 为 n 维列向量, 若 A 的列向量组可由 B 的列向量组线性表示,

则 ( )

A.当 Ax D ˇ有解时, Bx D ˇ有解 B.当 ATx D ˇ有解时, BTx D ˇ有解

C.当 Bx D ˇ有解时, Ax D ˇ有解 D.当 BTx D ˇ有解时, ATx D ˇ有解

解： 方程组 Ax D ˇ 有解等价于 ˇ 可以由 A的列向量组表示,进一步可由 B 的列

向量组表示,从而 Bx D ˇ有解,选 A.

7. 设二次型 f .x1; x2; x3/ D a
�
x2

1 C x2
2 C x2

3

�
C4x1x2C4x1x3C4x2x3,若方程 f .x1; x2; x3/ D

�1表示的曲面为圆柱面,则 ( )

A. a D �4,且 f .x1; x2; x3/的规范形为 �y2
1 � y2

2 � y2
3

B. a D �4,且 f .x1; x2; x3/在正交变换下标准型为 �6y2
1 � 6y2

2

C. a D 2,且 f .x1; x2; x3/的规范形为 �y2
1 � y2

2 � y2
3

D. a D 2,且 f .x1; x2; x3/在正交变换下标准型为 �6y2
1 � 6y2

2

解： 二次型的矩阵 A D

0B@ a 2 2

2 a 2

2 2 a

1CA, 于是 j�E � Aj D .� � a � 4/.� � a C 2/2,

所以 A 的特征值为 a C 4; a � 2; a � 2, 即二次型在正交变换下的标准形为 .a �

2/y2
1 C .a � 2/y2

2 C .a C 4/y2
3 , 要使得 f .x1; x2; x3/ D �1 表示圆柱面, 当且仅当

a C 4 D 0; a � 2 < 0 ,选 B.

解答: 迷途小书童 https://learnweierstrass.github.io/ 第 3 页 共 12 页 解答：迷途小书童 第 4 页 共 12 页



8. 设随机变量 X � N.1; 2/,令 f .t/ D E
�
.X C t/2

�
,则 f .t/的最小值点和最大值点分别

为 ( )

A. 1; 2 B. 1; 4 C. �1; 2 D. �4; 4

解： f .x/ D E
�
X2
�
C2tE.x/C t2是 t 的二次函数,显然当 t D �E.X/ D �� D �1

时, f .t/取最小值 E
�
.X � �/2

�
D D.X/ D 2 ,选 C.

9. 设连续型随机变量 X 的分布函数为 F.x/,随机变量 Y 的分布函数为 F.ay C b/; X 的

数学期望为 �,方差为 �2.� > 0/. 若 Y 的期望和方差为 0和 1,则 ( )

A. a D �; b D � B. a D �; b D �� C. a D
1

�
; b D � D. a D

1

�
; b D ��

解： 由题意有 P.Y ⩽ y/ D F.ay C b/ D P.X ⩽ ay C b/ D P

�
X � b

a
⩽ y

�
,这

说明 Y 与
X � b

a
同分布, 于是 E.Y / D E

�
X � b

a

�
D 0 ) b D E.X/ D � . 而

D.Y / D
1

a2
D.X/ D

�2

a2
D 1 ) a D � ,选 A.

10. 设随机变量 X 的概率分布为 PfX D kg D
1

2kC1
C

1

3k
; k D 1; 2; � � � ,则对于正整数 m; n,

有 ( )

A. PfX > m C n j X > mg D PfX > mg

B. PfX > m C n j X > mg D PfX > ng

C. PfX > m C n j X > mg > PfX > mg

D. PfX > m C n j X > mg > PfX > ng

解： 首先对于 A和 C选项,我们周定 m ,令 n ! 1时,左边是趋于 0的,因此 A和

C都不成立. 正确答案是 D,下面来证明这个不等式.

P.X > m C n j X > m/ > P.X > n/

,P.X > m C n/ > P.X > m/P.X > n/
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这是显然成立的.

二、填空题：11� 16 小题, 每小题 5 分, 共 30 分.

11. 设向量 v1 D .0; x; z/; v2 D .y; 0; 1/,令 F .x; y; z/ D v1 � v2,则 div F D .

解： 直接计算可得 F .x; y; z/ D .x; yz; �xy/ ,所以 div F D 1 C z

12. lim
x!0

�
1

x
�

ln.1 C x/

x sin x

�
D .

解： lim
x!0

sin x � ln.1 C x/

x sin x
D lim

x!0

x C o
�
x2
�

�
�
x �

1
2
x2 C o

�
x2
��

x2
D

1

2
.

13. 设函数 y D y.x/由参数方程

(
x D 2 sin2 t

y D t C cos t

�
t 2

�
0;

�

2

��
确定,则

d2y

dx2

ˇ̌̌̌
tD �

4

D .

解： 直接求导可得

dy

dx
D

dy=dt

dx=dt
D

1 � sin t

4 sin t cos t
D

1 � sin t

2 sin 2t

d2y

dx2
D

d
dt

� dy

dx

�
=

dx

dt
D

� cos t · sin 2t � 2 cos 2t.1 � sin t /

4 sin3 2t

于是
d2y

dx2

ˇ̌̌̌
tD �

4

D �

p
2

8
.

14.
Z

C1

1

ln.x C 1/

x2
dx D .
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解： 分部积分可得Z
C1

1

ln.x C 1/

x2
dx D �

Z
C1

1

ln.x C 1/d
�

1

x

�
D �

ln.x C 1/

x

ˇ̌̌̌
C1

1

C

Z
C1

1

1

x.x C 1/
dx

D ln 2 C ln x

x C 1

ˇ̌̌̌
C1

1

D 2 ln 2

15. 设矩阵 A D

0B@ 1 0 0

2 a 2

0 2 a

1CA ; B D

0B@ a �1 �1

�1 2 1

�1 �1 a

1CA ,设 m.X/为 3阶矩阵 X 的实特征值

中的最大值. 若 m.A/ < m.B/,则 a的取值范围是 .

解： 直接计算可得

j�E � Aj D

ˇ̌̌̌
ˇ̌̌ � � 1 0 0

�2 � � a �2

0 �2 � � a

ˇ̌̌̌
ˇ̌̌ D .� � 1/.� � a C 1/.� � a � 2/

j�E � Bj D

ˇ̌̌̌
ˇ̌̌ � � a 1 1

1 � � 2 �1

1 1 � � a

ˇ̌̌̌
ˇ̌̌ D .� � a � 1/.� � 2/.� � a C 1/;

于是A的特征值为 1; a�1; aC2; B的特征值为 aC1; 2; a�1,要使得m.A/ < m.B/,

当且仅当 maxf1; a C 2g < maxf2; a C 1g.

当 a < �1时,这等价于 1 < 2 ,满足题意;当 �1 ⩽ a < 1时,这等价于 a C 2 < 2 ,于

是 �1 ⩽ a < 0 ;

当 a ⩾ 1时,这等价于 a C 2 < a C 1 ,这不可能,因此 a的范围是 .�1; 0/ .

16. 设随机变量 X 服从参数为 1的泊松分布, 随机变量 Y 服从参数为 3的泊松分布, X 与

Y � X 相互独立,则 E.XY / D .

解： 由于 X 与 Y � X 相互独立, 所以 Cov.X; Y � X/ D Cov.X; Y / � D.X/ D

E.XY / � E.X/E.Y / � D.X/ D E.XY / � 1 � 3 � 1 D 0 ,所以 E.XY / D 4.

三、解答题：17� 22 小题, 共 70 分.

17. (本题 10分)求函数 f .x; y/ D
�
2x2

� y2
�

ex 的极值.

解： 解首先由

(
f 0

x D
�
2x2

� y2
C 4x

�
ex

D 0

f 0

y D �2yex
D 0

解得驻点为 .x; y/ D .0; 0/; .�2; 0/ .

进一步计算有

f 00

xx D
�
2x2

� y2
C 8x C 4

�
ex; f 00

xy D �2yex; f 00

yy D �2ex

在点 .0; 0/ 处有 A D f 00

xx.0; 0/ D 4; B D f 00

xy.0; 0/ D 0; C D f 00

yy.0; 0/ D �2 , 于

是 AC � B2 < 0 , 这说明 .0; 0/不是极值点. 在点 .�2; 0/处有 A D f 00

xx.�2; 0/ D

�4e�2 < 0; B D f 00

xy.�2; 0/ D 0; C D f 00

yy.�2; 0/ D �2e�2 ,于是 AC � B2 > 0 ,这说

明 f .x; y/由唯一极大值 f .�2; 0/ D 8e�2 .

18. (本题 12分)设 f .u/在区间 .0; C1/内具有 3阶连续导数,且存在可微函数 F.x; y/使

得 F.x; y/ D
f .xy/

x2y
dx C

f 00.xy/

xy2
dy.xy > 0/:

(1)证明：
f 00.u/

u
�

f .u/

u
D C; C 为常数;

(2)设 f .1/ D 1; f 0.1/ D �1; f 00.1/ D 0,求 f .u/的表达式.

解： （1）由题意可得
@

@y

f .xy/

x2y
D

@

@x

f 00.xy/

xy2
,即

xyf 0.xy/ � f .xy/

x2y2
D

xyf 000.xy/ � f 00.xy/

x2y2
;

这等价于 xyf 0.xy/�f .xy/ D xyf 000.xy/�f 00.xy/ . 令 u D xy ,则 uf 0.u/�f .u/ D

uf 000.u/ � f 00.u/ ,即 u
�
f 000.u/ � f 0.u/

�
�
�
f 00.u/ � f .u/

�
D 0 ,于是�

f 00.u/ � f .u/

u

�0

D
u Œf 000.u/ � f 0.u/� � Œf 00.u/ � f .u/�

u2
D 0

所以
f 00.u/

u
�

f .u/

u
D C; C 为常数.

（2）由（1）有 f 00.u/ � f .u/ D C u , 代人 f .1/ D 1; f 00.1/ D 0 可得 C D �1 .

于是方程变为 f 00.u/ � f .u/ D �u , 这是一个二阶常系数非齐次线性微分方程, 通

解为 f .u/ D C1eu
C C2e�u

C u , 代人 f .1/ D C1e C C2e�1
C 1 D 1 和 f 0.1/ D

C1e � C2e�1
C 1 D �1可得 C1 D �e�1; C2 D e ,于是 f .u/ D �eu�1

C e1�u
C u.

19. (本题 12分)设有向曲线 L为椭圆 x2
C 3y2

D 1上沿逆时针方向从点 A

�
�

1

2
; �

1

2

�
到
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B

�
1

2
;
1

2

�
的部分,计算曲线积分 I D

Z
L

�
ex2 sin x � 2xy

�
dx C

�
6x � x2

� y cos4 y
�

dy.

解： 解记曲线 L1表示从 B 到 A的直线段,则 L1 W

8<: y D x

x W
1

2
! �

1

2

. 设 L与 L1围

成的区域为 D ,则 D 是半轴长为 1和

p
3

3
的半个椭圆,于是

I D

Z
LCL1

C

Z
L�

1

�
ex2 sin x � 2xy

�
dx C

�
6x � x2

� y cos4 y
�

dy

D

“
D

.6 � 2x C 2x/dx dy C

Z 1
2

�
1
2

h�
ex2 sin x � 2x2

�
C
�
6x � x2

� x cos4 x
�i

dx

D 6

“
D

dx dy � 3

Z 1
2

�
1
2

x2 dx D 6� · 1 ·

p
3

3
·

1

2
�

1

4
D

p
3� �

1

4

20. (本题 12分)设可导函数 f .x/严格单调递增且满足

Z 1

�1

f .x/dx D 0. 记 a D

Z 1

0

f .x/dx.

(1)证明 a > 0;

(2)令 F.x/ D a
�
1 � x2

�
C

Z x

1

f .t/dt ,证明：存在 � 2 .�1; 1/ ,使 F 00.�/ D 0.

解： 由于 f .x//严格递增, 当x 2 .0; 1/ 时有f .�x/ < f .x/ , 于是

a D

Z 1

�1

f .x/dx D

Z 1

0

f .x/dx C

Z 0

�1

f .x/dx D

Z 1

0

f .x/dx C

Z 1

0

f .�x/dx

<

Z 1

0

f .x/dx C

Z 1

0

f .x/dx D 2a

即 a > 0.

（2）容易知道 F.x/是二阶可导的,且

F.�1/ D

Z
�1

1

f .t/dt D 0; F.0/ D a C

Z 0

1

f .t/dt D 0; F.1/ D 0

那么由罗尔定理可知存在 �1 2 .�1; 0/; �2 2 .0; 1/ ,使得 F 0 .�1/ D F 0 .�2/ D 0 ,再由

罗尔定理可知存在 � 2 .�1; �2/ � .�1; 1/ ,使得 F 00.�/ D 0 .

21. (本题 12分)已知向量组 ˛1 D

0BBB@
1

0

�1

�1

1CCCA ; ˛2 D

0BBB@
1

�1

0

�2

1CCCA ; ˛3 D

0BBB@
0

�1

1

�1

1CCCA ; ˛4 D

0BBB@
0

1

�1

1

1CCCA.

设 A D .˛1; ˛2; ˛3; ˛4/, G D .˛1; ˛2/.

(1)证明：˛1; ˛2是 ˛1; ˛2; ˛3; ˛4的极大线性无关组;

(2)求矩阵 H 使得 A D GH ,并求 A10.

解： （1）对矩阵 A做初等行变换化为行最简形：0BBB@
1 1 0 0

0 �1 �1 1

�1 0 1 �1

�1 �2 �1 1

1CCCA !

0BBB@
1 1 0 0

0 1 1 �1

0 1 1 �1

0 �1 �1 1

1CCCA !

0BBB@
1 1 0 0

0 1 1 �1

0 0 0 0

0 0 0 0

1CCCA !

0BBB@
1 0 �1 1

0 1 1 �1

0 0 0 0

0 0 0 0

1CCCA
由此可知 r .˛1; ˛2/ D r .˛1; ˛2; ˛3; ˛4/ D 2 ,于是 ˛1; ˛2是 ˛1; ˛2; ˛3; ˛4的极大线性

无关组.

（2）由（1）中行最简形的结果可知 ˛3 D �˛1 C ˛2; ˛4 D ˛1 � ˛2 ,于是

A D .˛1; ˛2; ˛3; ˛4/ D .˛1; ˛2/

 
1 0 �1 1

0 1 1 �1

!
D GH

其中 H D

 
1 0 �1 1

0 1 1 �1

!
. 所以

A10
D .GH/10

D G.HG/9H

D

0BBB@
1 1

0 �1

�1 0

�1 �2

1CCCA
26664
 

1 0 �1 1

0 1 1 �1

!0BBB@
1 1

0 �1

�1 0

�1 �2

1CCCA
37775

9 
1 0 �1 1

0 1 1 �1

!

D

0BBB@
1 1

0 �1

�1 0

�1 �2

1CCCA
 

1 �1

0 1

!9 
1 0 �1 1

0 1 1 �1

!

D

0BBB@
1 1

0 �1

�1 0

�1 �2

1CCCA
 

1 �9

0 1

! 
1 0 �1 1

0 1 1 �1

!

D

0BBB@
1 �8

0 �1

�1 9

�1 7

1CCCA
 

1 0 �1 1

0 1 1 �1

!
D

0BBB@
1 �8 �9 9

0 �1 �1 1

�1 9 10 �10

�1 7 8 �8
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22. (本题 12分)假设某种元件的寿命服从指数分布, 其均值 � 是未知参数, 为估计 � , 取 n

个这种元件同时做寿命试验,试验到出现 k.1 ⩽ k ⩽ n/个元件失效时停止.

(1)若 k D 1,失效元件寿命记为 T . (i)求 T 的概率密度; (ii)确定 a,使 O� D aT 是 � 的

无偏估计,求 D. O�/.

(2) 已知 k 个失效元件寿命值分别为 t1; t2; � � � ; tk 且 t1 ⩽ t2 ⩽ � � � ⩽ tk , 似然函数为

L.�/ D
1

�k
e

�
1
�

� kX
iD1

ti C .n � k/tk
�
,求 � 的最大似然估计值.

解： （1）总体的概率密度为 f .x/ D

8<:
1

�
e�

x
� ; x > 0

0; x ⩽ 0
,设 n个元件的大命分别为

X1; X2; � � � ; Xn ,而 T 是第一个失效元件的寿命,所以 T D min fX1; X2; � � � ; Xng . 当

t ⩽ 0时, P.T ⩽ t / D 0 ;当 t > 0时,

P.T ⩽ t / D P .min fX1; X2; � � � ; Xng ⩽ t / D 1 � P .min fX1; X2; � � � ; Xng > t/

D 1 � P .X1 > t; X2 > t; � � � ; Xn > t/ D 1 � P .X1 > t/ P .X2 > t/ � � � P .Xn > t/

D 1 �

�Z
C1

t

1

�
e�

x
� dx

�n

D 1 � e�
n
�

t

于是 T 的概率密度为 g.t/ D

( n

�
e��t ; t > 0

0; t ⩽ 0
. 所以 T 服从参数为

n

�
的指数分

布, E.T / D
�

n
; D.T / D

�2

n2
. 于是 E. O�/ D aE.T / D

a�

n
D � ) a D n , 此时

D. O�/ D D.nT / D n2D.T / D �2.

（2）取对数可得 ln L.�/ D �k ln � �
1

�

 
kX

iD1

ti C .n � k/tk

!
,令

d
d�

ln L.�/ D �
k

�
C

1

�2

 
kX

iD1

ti C .n � k/tk

!
D 0 ) � D

1

k

 
kX

iD1

ti C .n � k/tk

!
;

即 � 的最大似然估计值为 O�L D
1

k

 
kX

iD1

ti C .n � k/tk

!
.

注：

本题若不给似然函数,那么我们可以导出似然函数的. 由已知, X.1/; X.2/; � � � ; X.n/ 的

联合概率密度函数为

fX.1/;��� ;X.n/
.t1; � � � ; tn/ D nŠ

nY
iD1

f .ti/

对 tkC1; tkC2; � � � ; tn秎分（积分域 tk < tkC1 < � � � < tn < C1）,从而

fX.1/;���X.n/
.t1; � � � ; tk/ D nŠ

"
kY

iD1

f .ti/

#Z
tk<tnC1<���<tn

nY
j DkC1

f
�
tj
�

dtkC1 � � � dtn

积分变量有 n � 1个. 因为 f 在 tk 以上是独立的,这个排序积分可化为除以 .n � k/Š

乘以无排序积分. 无排序积分是对 tkC1; � � � ; tn每了变量在 .tk; C1/上积分. 从而Z
tk<tkCk<���<tn

nY
j DkC1

f
�
tj
�

dtkC1 � � � dtn D
1

.n � k/Š

�Z
C1

tk

f .u/du

�n�k

而

Z
C1

tk

f .u/du D 1 � F .tk/ ,所以

fX.1/;��� ;X.k/
.t1; � � � ; tk/ D

nŠ

.n � k/Š

"
kY

iD1

f .ti/

#
Œ1 � F .tk/�n�k :

由于指数分布 f .t/ D
1

�
e�

t
� ; F .t/ D 1 � e t

� . 代入后得

kY
iD1

f .ti/ D
1

�
e�

1
�

Pk
iD1 ti ; Œ1 � F.tk/�n�k

D e�
tk
�

.n�k/

从而 L.�/ D
nŠ

.n � k/Š

1

�n
e�

1
�

Pk
iD1 ti · e�

1
�

.n�k/tk ,在求 MLE时常始不影响 � 的估计,故

取成题中的函数.
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